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Zadaci vezani uz djeljivosti ¢esto se pojavljuju na osnovnoskolskim i srednjosSkolskim matematickim natjeca-
njima. Ovo predavanje namijenjeno je u¢enicima visih razreda osnovne i ucenicima srednje skole. Za razumije-
vanje materijala nije potrebno predznanje,osim pravila o djeljivosti koje se uc¢e u osnovnoj gkoli.

Osnovna prayvila djeljivosti s 2,3,51 9

Definicija 1.
Za cijele brojeve a i b kazemo da a dijeli b ako postoji cijeli broj c takav da je a =b - c.

Teorem 1. Broj je djeljiv s 2 ako mu je znamenka jedinica djeljiva s 2.
Teorem 2. Broj je djeljiv s 5 ako mu je znamenka jedinica djeljiva s 5.

Teorem 3. Broj je djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenaka djeljiva s 3.
Dokaz. Neka je zadan n-teroznamenkasti broj ayas-..a,. Tada taj broj mozemo zapisati u obliku a; - 10™ + as -
107~ +a» Promotrimo broj 10¥,gdje je k prirodni broj. 10¥ — 1 je broj kojemu su sve znamenke jednake 9 ,tj.

djeljiv je s 3 pa je ostatak pri dijeljenju broja ay - 10F jednak ay. To znaci da je ostatak pri dijeljenju broja
a103...0, S 3 jednak ay + as + ... + ay,.

Teorem 4. Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu prethodnog teorema. Probajte to dokazati za vjezbu.

Primjer 1.
Broj 25682 je djeljiv s 2, pri dijeljenju s 5 daje ostatak 2,pri dijeljenju s 3 ostatak 2 jer je 24+5+6+ 842 = 23,
a23=7-3+2.

Primjer 2.
Odredite sve peteroznamenkaste brojeve oblika a3b2c djeljive s 45.

45 =9 -5 pa je trazeni broj djeljiv s 51 s 9. Zbog djeljivosti s 5 ¢ moze biti 0 ili 5.
1. ¢ = 0: Sada je trazeni broj oblika a3b20. Zbroj znamenaka mu je a +3+b+2+0=a+ b+ 5. Da bi broj
bio djeljiv i s 9,a + b + 5 mora biti djeljivo s 9,tj. a + b moze biti 4 ili 13.

a) a+ b = 4: tada za a i b imamo sljedece moguénosti: (1,3),(2,2),(3,1) i (4,0) pa dobivamo sljedeée brojeve:
13320,23220,33120,43020.

b) a+ b= 13: tada za a i b imamo sljede¢e moguénosti: (4,9),(5,8),(6,7),(7,6),(8,5) i (9,4) pa dobivamo sljedece
brojeve: 43290,53820,63720,73620,83520 i 93420.

2. ¢ = 5: Sada je trazeni broj oblika a3b25. Zbroj znamenaka mu je a +3 + b+ 2+ 5 = a + b+ 10. Da bi broj
bio djeljiv i s 9,a + b + 10 mora biti djeljivo s 9,tj. a + b moZze biti 8 ili 17.

a) a+b=8: tada za a i b imamo sljedeée moguénosti: (1,7),(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2),(7,1),(8,0) pa dobivamo
sljedece brojeve: 13725,23625,33525,43425,53325,63225,73125,83025.

b) a+b = 17: tada za a i b imamo sljede¢e moguénosti: (8,9),(9,8) pa dobivamo sljedece brojeve: 83925 i 93825.

Primjer 3.
Odpredite sve Cetveroznamenkaste brojeve oblika abab djeljive sa 16.




16 = 2* pa ne mozemo primijeniti pravila o djeljivosti. Trazeni broj zapisujemo u obliku a-10004b-1004+a-10+b =
1010 -a + 101 - b = 101 - (10a + b). Broj 101 je neparan,tj. 16 i 101 nemaju zajednickih djelitelja pa je 10a + b
djeljivo sa 16. Za a i b dobivamo sljede¢e mogucnosti: (1,6),(3,2),(4,8),(6,4),(8,0),(9,6). TraZeni brojevi su:
1616,3232,4848,6464,8080,9696.

Primjer 4.
Odredite sve dvoznamenkaste brojeve koji su za 10 veéi od trostrukog broja svojih znamenki.

Trazeni broj je ab = 10a + b. Zbog uvjeta zadatka vrijedi 10a + b = 3(a + b) + 10,tj. 7a = 2b+ 10. 2b+ 10 je
parni broj koji je manji ili jednak 28 pa a mora biti paran broj manji ili jednak 4.tj. a moze biti 2 ili 4.

1. a =2: 14 = 2b+ 10, tj. b = 2. RjeSenje je 22.

2. a=4: 28 =2b+ 10, tj. b = 9. RjeSenje je 49.

Dobili smo 2 rjeSenja: 22 i 49.

Zadaci

Zadatak 1.
Odpredite najveci i najmanji broj oblika 3219abc koji je djeljiv s 90.

Zadatak 2.
Odredite prirodni broj n takav da je n® Sesteroznamenkasti broj s posljednjom znamenkom 4.

Zadatak 3.
Od znamenaka troznamenkastog broja moguce je sastaviti 6 razli¢itih dvoznamenkastih brojeva. Koji trozna-
menkasti broj ima svojstvo da je jednak polovici zbroja svih 6 tako dobivenih brojeva?

Zadatak 4.
Odpredi sve peteroznamenkaste brojeve 47a9b koji su djeljivi brojem 18.

Zadatak 5.
Odredite a i b u broju 64a4b tako da taj broj pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 1,pri dijeljenju s 5 ostatak 2 ,a pri
dijeljenju sa 4 ostatak 3.

Zadatak 6.
Odredite sve troznamenkaste prirodne brojeve koji su 12 puta veéi od zbroja svojih znamenki.

Zadatak 7.
Odpredite sve troznamenkaste brojeve djeljive sa 7 kojima je zbroj znamenki jednak 8.

Zadatak 8.
Odpredite najveci i najmanji broj oblika 993abc koji je djeljiv i sa 6 i sa 7.

Zadatak 9.
Odredite sve ¢etveroznamenkaste brojeve djeljive s 18 kojima je na mjestu desetica 4 i kojem su sve znamenke
medusobno razlicite.

Zadatak 10.
Odpredite sve dvoznamenkaste brojeve koji su za 1 manji od Sesterostrukog zbroja svojih znamenki.

Zadatak 11.
Zbroj dvoznamenkastog i troznamenkastog broja je ¢etveroznamenkasti broj. Svaki od ta tri broja jednako se
Cita s lijeva na desno i obratno. Koji su to brojevi?

Zadatak 12.
Dokazite da je zbroj 11998 4 21998 4 31998 4 41998 ({jeljiv s 10.



RjeSenja
Neki zadaci su rijeSeni detaljno, a kod ostalih se koriste sli¢ne ideje.

Rjesenje zadatka 1. 90 = 10-9 pa je trazeni broj djeljivis 101 s 9. Zbog djeljivosti s 10 slijedi ¢ = 0. Sada je
trazeni broj oblika 3219ab0. Zbroj znamenki je 3+2+14+94+a+b+0 =15+ a+ b pa a + b moze biti 3 ili 12.
Za najmanji trazeni broj,trazimo §to manju moguéu znamenku stotica a to je u slucaju kada je a =01 b = 3,
a za najvedi trazeni broj,a mora biti §to veéi,a najvedi je za a = 91 b = 3, tj. najmanji takav broj je 3219030,a
najvecéi 3219930.

Rjesenje zadatka 2. Ako broj ima zadnju znamenku 4,onda je ostatak pri dijeljenju tog broja s 10 takoder
4.Gledamo sve mogucée ostatke pri dijeljenju broja n® s 10. Ostatak ovisi samo o vrijednosti posljednje znamenke
pa gledamo ostatak pri dijeljenju brojeva 1°,2°,...,95 s 10.Jedino za 4 4° daje ostatak 4 pri dijeljenju s 10. Kako
je n® Sesteroznamenkasti ,n mora biti dvoznamenkasti broj.

Rjesenje zadatka 3. 1z uvjeta zadatka vrijedi abc = ab + @c + ba + bc + ¢a + cb.Nakon §to raspiiemo obje strane
jednakosti kao u prethodnim zadacima,dobijemo jednakost 89a = 10c + b. 10c + b je dvoznamenkasti broj pa je
a=1tj. 8 =10c+ b pajeb=91ic=8. Trazeno rjesenje je 198.

Rjesenje zadatka 4. 18 =9 -2 pa je b paran broj i zbroj znamenaka mu je djeljiv s 9.
b = 0: Zbroj znamenaka je 20 pa je a = 7.

b = 2: Zbroj znamenaka je 22 pa je a = 5.

b = 4: Zbroj znamenaka je 24 pa je a = 3.

b = 6: Zbroj znamenaka je 26 pa je a = 1.

b = 8: Zbroj znamenaka je 28 pa je a = 8.

Trazeni brojevi su: 47196,47394,47592,47790,47898.

Rjesenje zadatka 5. Broj daje ostatak 2 pri dijeljenju s 5 ako mu je posljednja znamenka 2 ili 7. Za b = 2 broj
64a42 ne daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4,a za b = 7 je to tofno. Sada je trazeni broj oblika 64a47. Broj daje
ostatak 1 pri dijeljenju s 3 ako mu suma znamenaka daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 3. Suma znamenaka je
6+4+a+4+7=21+a,tj. aje 1,4ili 7. Uvritavajuéi sve moguénosti za a dobivamo rjeSenja:64147,64447 i
64747.

Rjesenje zadatka 6. 108.
Rjesenge zadatka 7. 602,413,224,161,350.
Rjesenje zadatka 8. Najmanji broj je 993006,a najveéi 993971.

Rjesenje zadatka 9. Rjeenja su: 2340,3240,9540,8640,6840,5940,3042,9342,7542,5742,3942,1746,3546,5346,
7146,8046,9846, 8946.

Rjesenje zadatka 10. 11 i 65.
Rjesenje zadatka 11. Trazeni brojevi su 22,959 i 1001.

Rjesenje zadatka 12. 11998 daje ostatak 1 pri dijeljenju s 10. RaspiSemo potencije broja 2 i promatramo zadnju
znamenku i dobivamo redom: 2,4,8,6,2,4... pa broj 2'998 daje jednak ostatak pri dijeljenju s 10 kao i 22 = 4
jer 1998 daje ostatak 2 pri dijeljenju s 4. Sli¢no, promatramo ostatak pri dijeljenju s 10 potencija broja 3 i 4.
Zadnja znamenka broja 3'998 9, a zadnja znamenka broja 4'998 je 6. Ukupno, ostatak pri dijeljenju s 10 je
1+449+6=20=2-10 pa je suma djeljiva s 10.



