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Uvod

Cilj ovoga predavanja je nadograditi dosadasnje znanje o geometriji, to¢nije o kruznicama. Za pocetak, prisjetimo
se nekih uvodnih teorema:

Teorem 1. (0 obodnom i srediSnjem kutu) Obodni kut nad tetivom kruznice dvostruko je veéi od sredisnjeg kuta

nad tom istom tetivom.

Dokaz: (ideja) Posebnost ovog dokaza je da se provodi u 3 dijela: prvo dokazujemo tvrdnju kada se srediste
kruznice nalazi na jednom od krakova obodnog kuta. Pomo¢u toga puno lakse dokazujemo preostala 2 dijela: kada
se srediste kruznice nalazi unutar obodnog kuta, odnosno kada se nalazi izvan njega.

Koliko je prethodni teorem vazan pokazuje ¢injenica da sljedece 3 tvrdnje slijede direktno iz njega:

Teorem 2. Svi obodni kutovi nad tetivama iste duljine su jednaksi.

Teorem 3. (Tales) Obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.

Teorem 4. (o kutu izmedu tetive i tangente) Kut izmedu tetive i tangente u jednoj od krajnjih tocaka te tetive
jednak je obodnom kutu nad tom tetivom.

Sada je dosao trenutak da definiramo sredisnji pojam ovog predavanja.

Definicija. Tetivni cetverokut je cetverokut kojem se moze opisati kruznica.

Tako nisu svi ¢etverokuti tetivni, oni koji jesu od posebnog su nam znacaja. Naravno, osim Sto se ¢esto pojavljuju

u raznim zadatcima, posjeduju nekoliko zanimljivih svojstava. Ovdje navodimo 3 najvaznija, a svaki od njih ¢ini
jedan dovoljan uvjet da prepoznamo da se radi o tetivnom cetverokutu:

Teorem 5. Cetverokut je tetivan ako i samo ako mu je zbroj nasuprotnih kuteva jednak 180°.

Teorem 6. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako je LZACB = LADB (ili vrijedi bilo koja analogna
varijanta).

Teorem 7. (Ptolomej) Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi sljedeca jednakost:
|AC| - |BD| = |AB|-|CD|+ |BC| - |AD|
Za kraj uvoda, navest ¢emo nekoliko tehnika koje pomazu pri rjesavanju zadataka s tetivnim cetverokutima:
e odrediti veli¢ine $to vise kutova koji se pojavljuju na skici (tehnika popularno zvana angle chase),

e kada se uoéi tetivni Cetverokut, povuéi dijagonale da se dobije $to viSe obodnih kuteva na skici (od kojih ée
neki biti jednaki),

e Cetverokut s 2 nasuprotna prava kuta je tetivan ($to se Cesto pojavljuje ukoliko u zadatku imamo zadane
visine ili simetrale opisane kruznice trokuta),

e uvijek imati na umu da se tetivni ¢etverokut moze negdje pojaviti (¢ak ponekad nije loSe i docrtati koji ;).



Laksi zadaci

. Dokazite teorem 4.

. Neka je ABCD cetverokut takav da je |AB| = |BC| = |CA|] i ZCDA = 120°. Dokazite da je |BD| =

|AD| + |CD].

U trokutu ABC neka su nozista visina iz B i C redom tocke D i E. Dokazite da je tangenta na opisanu
kruznicu trokuta ABC u tocki A paralelna s pravcem DE.

U tetivnom cetverokutu ABC D, neka okomica na AB u tocki B sijeCe pravac CD u FE, i neka okomica na
CD u toc¢ki D sijece pravac AB u tocki F. Dokazite da je AC || EF.

Neka je ABC' jednakokraéni trokut s osnovicom BC. Simetrala kuta u vrhu B sijece krak AC u tocki P. Ako
kruznica koja prolazi tockama B, C i P raspolavlja krak AB, odredite veli¢ine kutova trokuta ABC

Pravci AB,CD i EF sijeku se u istoj tocki T'. Ako su ¢etverokuti ABDC' i CDFE tetivni, dokazite da onda
i cetverokut ABF'E mora biti tetivan.

Toc¢ke E i F su redom polovista stranica CD i AD kvadrata ABCD. Pravci BE i CF sijeku se u tocki P.
Dokazite da je |AP| = |AB].

U tetivnom ¢etverokutu ABCD dijagonala AC raspolavlja kut ZDAB. Neka je E totka na praveu AD takva
da je |AE| > |DE| i D € AE. Dokazite sljede¢u tvrdnju: |CE| = |CA| <= |DE|=|AB|.

Tezi zadaci

9.

10.

11.

12.

13.

Dan je tetivni cetverokut ABCD. Simetrala duzine BC sije¢e duzinu AB u tocki E. Kruznica koja prolazi
tockom F, vrhom C' i polovistem F stranice BC sijece duzinu C'D u tocki GG. Dokazite da je AD | FG.

Duzina AB je promjer kruZnice sa sredistem u tocki O. Na kruznici je dana tocka C takva da je OC L AB.
Na kraéem luku BC odabrana je tocka P. Pravei CP i AB sijeku se u tocki @, a tocka R je sjeciSte pravca
AP i okomice kroz @ na AB. Dokazite da je |BQ| = |QR)|.

Dan je etverokut ABCD. Opisana kruznica trokuta ABC sijece stranice CD i DA redom u tockama P i Q,
a opisana kruznica trokuta CDA stranice AB i BC' redom u R i S. Pravci BQ i BP sijeku pravac RS redom
u tockama M i N. Dokazite da tocke M, N, P i Q leze na istoj kruznici.

Neka je ABC jednakokracni trokut s osnovicom BC, te vrijedi ZBAC = 36°. Kruznica sa srediStem u tocki
C i polumjerom AC' sijeCe pravac AB u tocki D. Kruznica koja prolazi totkama B, C' i D sijece prvu kruznicu
u totkama D i E. Neka je S sjeciSte pravaca AE i CD. Dokazite da je |[DS| = |BC|.

Kruznice ki i ko sijeku se u tockama A i B. Pravac [ sijece kruznicu k1 u C' i E, a kruznicu k2 u D i F tako
da se tocka D nalazi izmedu C' i E, a tocka F izmedu D i F. Pravci CA i BF sijeku se u tocki G, a pravci
DA i BE u to¢ki H. Dokazite: CF || HG.



Hintovi

1.

BB ol

Poucak o obodnom i sredisnjem kutu.

Pokazite da je ABCD tetivan i iskoristite Ptolomejev poucak.

Nadite tetivni cetverokut na slici i prisjetite se poucka o kutu izmedu tetive i tangente.
Pronadite drugi tetivni ¢etverokut na slici.

Koristeti svojstva tetivnog Cetverokuta koji je dan kruznicom koja prolazi tockama B, C i P pokazite da su
mu 3 stranice jednake.

Nadite sli¢ne trokute i iskoristite omjere koje dobijete za dokazivanje nove sli¢nosti.

Pronadite tetivni ¢etverokut i iskoristite njegova svojstva. Usto, dane tocke su vrhovi cijelog niza medusobno
sukladnih trokuta.

Uocite da se zadatak sastoji od dva podzadatka: prvo dokazujete da ako vrijedi lijeva strana ekvivalencije da
vrijedi i desna, a potom obratno (u ovom slu¢aju ta 2 podzadatka se nece bitno razlikovati). Bit je pokazati
da je AEDC = NABC.

Ako s H oznadimo sjeciste pravaca AD i F'G, odredite veli¢ine preostalih dvaju kuteva u ADGH (dakle, ona
dva kuta koja nisu prava).

10. Dokazite da je ¢etverokut PBQR tetivan.

11. Glavna ideja je pokazati ZPQM+/PNM = 180°,tj. ZAQB+/DQP = ZPN M. Drugi nac¢in je koristenjem
sliénosti (i to puno puta), a glavna ideja je sve te slicnosti iskoristiti da dokazemo da je ABMN ~ ABPQ
(a zasto je to korisno prisjetite se u zadatku 6.).

12. Pokazite |BC| = |BD)|, ¢ime ostaje dokazati da je ABSD jednakokrac¢an. Usto, vrijedit ¢e da na pravcu AS
lezi visina (i 8to jos?) u AABC.

13. Dokazite da ABGH tetivni Cetverokut, odnosno da je ZECA = ZHGA.

Rjesenja

1. Oznacimo s AB danu tetivu, i neka dana tangenta dira kruznicu u to¢ki A. Neka je ZAC B obodni kut kruZnice
(kojeg oznadimo s «), te S srediste kruznice. Po poucku o obodnom i sredisnjem kutu je ZASB = 2, pa
bududi da je trokut ASB jednakokracan dobijemo da je ZSAB = M = 90° — . Kako je kut izmedu
duzine OA i tangente 90°, dobijemo da je kut izmedu tetive i tangente jednak upravo o.

2. Uoc¢imo da je trokut ABC' jednakostranican, pa je ZABC + ZADC = 60° + 120° = 180°, tj. cetverokut
ABCD je tetivan po teoremu 5. Koristeéi Ptolomejev poutak na taj ¢etverokut dobijemo |AC| - |BD| =
|AB| - |CD| + |BC| - |AD]|, pa zbog |AB| = |BC| = |C'A| vrijedi tvrdnja zadatka.

3. Uocimo da je ZCDB = ZCEB, pa po teoremu 6. zaklju¢ujemo da je ¢etverokut BCDFE tetivan. Oznacimo
/ACB = . Po teoremu o kutu izmedu tetive i tangente je kut izmedu tangente u tocki A i pravca AB takoder
jednak . Usto, po teoremu 5. zaklju¢ujemo da je ZAED = 180° — /BED = ~. Sada zbog ZACB = ZAED
slijedi tvrdnja zadatka.

4. Zbog /FDE + ZFBE = 90° + 90° = 180°, po teoremu 5. BEDF je tetivni cetverokut. Sada uz pomo¢
teorema 2. imamo da je LZDCA = /DBA = Z/DBF = /DEF, iz Cega slijedi da su pravci AC i EF zaista
usporedni.

5. Oznadimo s M poloviste duzine AB, te neka je ZABC = . Cetverokut BCPM je tetivan, pa kako je pravac

BP simetrala kuta ZABC, vrijedi /PBM = /PBC = g, te je po teoremu 2. |PM| = |PC|. Usto, iz
jednakosti obodnih kuteva imamo da je ZMPB = /MCB = - /PCM = - /PBM = g Dakle, i trokut

PMB je jednakokracan, tj. |PM| = |BM|. No, kako je M poloviste AB, |BM| = |[AM| = |A2—B‘, a kako je
|PC| = |BM|i|AB| = |AC|, vrijedi |AP| = |AM]. Sada smo jasno dobili da je AAM P jednakostranic¢an, pa

je ZBAC = 60°. Stoga zakljucujemo da su svi kutevi u AABC jednaki 60°.
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. Iz jednakosti kuteva ZTBD = 180° — LACD = LTAC (teorem 5.) i LZATC = ZDTB, po K-K poucku o

slicnosti zaklju¢ujemo da je AATC ~ ADTB. Analogno se pokaze da je AETC ~ ADTF. 1z prve sli¢nosti

dobijemo da je % = %, a iz druge % = %, sto kada pomnozimo da se rijeSimo nazivnika i spojimo
.. . . . |TE TA
dobijemo [T A| - |[TB| = [TC| - |TD| = |TE| - |TF|. Sada s obzitom da je ZATE = /FTB i {75t = -, po

S-K-S poucku o sli¢nosti je AATE ~ AFTB. Jednakost kuteva koju dobijemo kao posljedicu sli¢nosti daje
nam /BAE + /BFE = /BAE + /TAFE = 180°, pa je Cetverokut ABFE tetivan.

. Pokazat ¢emo da je ¢etverokut ABPF tetivan. Naime, po S-K-S poucku o sukladnosti je ABCE = ACDF,

paje ZABP =90° — Z/CBE = /BEC = Z/CFD = 180° — ZAF P, $to povlaci tetivnost. Nadalje, po S-K-S
poucku o sukladnosti vrijedi i ABAF =2 ACDF, paje ZCFD = /BF A. Kako je cetverokut ABPF tetivan,
slijedi /ZBPA = Z/BF A, pa kada sve spojimo vidimo da je ZBPA = ZABP, zbog ¢ega je |AP| = |AB].

. Na pocetku, uotimo da opcenito na slici vrijedi ZCDB = ZCAB = ZCAD = ZCBD, zbog cega je

|BC| = |CD|, te je ZEDC = 180° — LZADC = ZABC. Zmnajudi to, nije tesko utvrditi da vrijedi sljedeéi
niz ekvivalencija: |CE| = |CA| <<= ZCFA = ZCAE <+ AEDC = AABC (S-K-S poucak)
<= |DE|=|AB|.

. Oznac¢imo s H sjeciste pravaca AD i FG, te ZHDG = «. Pokazat ¢emo da je ZHGD = 90° — «, iz ¢ega Ce,

promatraju¢i AH DG, slijediti tvrdnja zadatka.

Cetverokut ABCD je tetivan, pa je ZABC = ZHDG = a. Vrijedi da je ABEF =~ ACEF (S-K-S poucak),
pa je ZBCE = ZCBFE = «. Sada, kako je cetverokut EFCG tetivan, vrijedit ¢e LZEGF = ZECF = « i
/EGC =180° — ZEFC = 90°. Sada je ZHGD = /CGF = /ZEGC — ZEGF = 90° — a, $to smo i zeljeli.

Drzavno natjecanje 2014., A varijanta, 1. razred, 3. zadatak

1. rjesenje: Oznadimo ZAQB = a i ZDQP = § (onda je ZPQM = 180° — « — [3). Koristeéi jednakosti
obodnih kuteva i svojstva tetivnih ¢etverokuta dobijemo da vrijede sljedeca 2 niza jednakosti: « = ZAQB =
/LACB = ZACS =180° - LZARS = Z/BRS i = 4ZDQP = 180° - LAQP = LABP. Sada je ZPN M vanjski
kut trokuta RBN, pa je on jednak o+ 8 = 180° — ZPQM, sto je i trebalo dokazati.

2. rjesenje: Kao u 1. rjeSenju dobijemo a« = ZAQB = /M RB = ZACB. Koristeéi to, pomoéu K-K poucka
o sli¢nosti pokazemo da je AAQB ~ AMRB i AABC ~ ASBR. Izjednacavajuéi omjere stranica dobivamo
redom da je |BA||BR| = |BM||BQ| i |BA||BR| = |BC||BS|. Koristenjem jednakosti obodnih kutova i
tetivnosti cetverokuta ARSC dobivamo /BPC = Z/BAC = ZRAC = 180° — ZRSC = ZBSN, pomocu cega
po K-K poucku o sli¢nosti zakljuCujemo da je ACBP ~ ANBS, zbog ¢ega je |BC||BS| = |BN||BP|. Iz triju
jednakosti koje smo dobili kao posljedicu sli¢nosti triju parova trokuta dobivamo da je |BM||BQ| = |BN||BP],
a kako je o¢itoi ZMNB = ZPBQ, po S-K-S poucku o sli¢nosti je ABMN ~ ABPQ. Sada izjednac¢avanjem
kutova u ta 2 trokuta dobivamo da je ¢etverokut M N P(Q tetivan.

Prvo, buduéi da je trokut ABC' jednakokracan, vrijedi ZABC = ZBCA = 72°, pa je ZDBC = 108°.
Nadalje, i trokut ACD je jednakokracan (sjetimo se, C' je srediste kruznice na kojoj leze A, D i E), pa je
/ADC = ZDAC = 36°. Tada lako odredimo veli¢inu preostalog kuta u ABDC, a to je ZBCD = 36°, pa
je taj trokut jednakokracan, tj. vrijedi |[BD| = |BC|. Sada je dovoljno dokazati da je |BD| = |DS|, odnosno
/DBS = /DSB.

Cetverokut BDEC je tetivan, pa je ZDEC = 72°. Kako je ACDEFE jednakokracan, dobijemo da je ZDCFE =
36°. Po poucku o obodnom i sredisnjem kutu je onda ZDAFE = % = 18° = %. Dakle, pravac AE
je simetrala kuta ZBAC, a kako je A sjeciste krakova jednakokracnog trokuta, onda je taj pravac ujedno i
simetrala duzine BC. Kako toc¢ka S lezi na toj simetrali, vrijedi da je ABSC' jednakokracan, pa iz toga slijedi
da je ZDSB = 180° — ZBSC = 72°. Sada kada znamo veli¢inu tog kuta i kuta Z/BDC, promatraju¢i ABSD
dobijemo Z/DBS =72° = /DSB.

Drzavno natjecanje 2015., A varijanta, 1. razred, 5. zadatak
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