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Uvod

Zapoc¢nimo sa zadatkom s kojim se dio vas veé¢ susreo natjecuci se u osnovnoj skoli.

Zadatak 1.
Izrac¢unajte vrijednost izraza:

SRR P S
14 4.7 """ 25.28 " 28.31°

Rjesenje.

5 (1—31) =51

Uoc¢imo da rjeSavajuéi prethodni zadatak zapravo koristimo jednakost oblika

1 1/1 1
nn+3) 3\n n+3)’
koja vrijedi za svaki n € N (zapravo, n uopée ni ne mora biti prirodan broj). Upravo zato je ovakav izraz
opcenitiji od konkretnih brojevnih izraza, on sadrzi varijable koje mogu poprimati bilo koju vrijednost u nekom
zadanom skupu brojeva. S idejom promatranja takvih izraza, algebarskih izraza, veé¢ ste se sreli u osnovnoj

skoli i tada pokazali neke osnovne identitete medu algebarskim izrazima. Cilj ovog predavanja je te identitete
ponoviti, pokazati jos neke te pokazati neke zadatke natjecateljskog tipa u kojima se ti identiteti primjenjuju.

Osnovni algebarski izrazi

Izrazi poput a,3a’b, cdef, %azd15 zovu se monomi, pri ¢emu su a, b, c,d, e, f varijable ili opéi brojevi. Zbroj

konafno mnogo monoma zove se polinom ili viseclani izraz (specijalno, zbroj dvaju monoma zove se binom ili
dvoclani izraz, dok se zbroj triju monoma zove trinom ili tro¢lani izraz). Svaki izraz koji sadrzi varijable zove se
algebarski izraz, a dio matematike koji proucava algebarske izraze zove se algebra. Kod rac¢unanja s algebarskim
izrazima vrijede ista pravila kao i kod ra¢unanja s brojevima (ponovite ta pravila).

Vec¢ otprije poznajete formule za kvadrat zbroja i razlike dvaju brojeva:

(a+b)*=a*+2ab+b* (a—0b)?=a*—2ab+ b (1)

Formule (1) se jednostavno zovu kvadrat binoma i krace se zapisuju:

(a £b)? = a® + 2ab + V°. (2)

Sve se navedene formule jednostavno izvode primjenom svojstva distributivnosti mnozenja prema zbrajanju, ili
krace, mnoZenjem "svakog sa svakim".

Sli¢na formula postoji i za kub zbroja i razlike dvaju brojeva:

(a+b)3 =a® +3a%b+ 3ab® + 1%, (a—b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b°. (3)

Pokusajte te formule izvesti mnoZze¢i "svakog sa svakim". Te se formule zovu kub binoma i skra¢eno zapisuju
kao



(a+b)® = a® £ 3ab + 3ab* + b°. (4)

Zadatak 2.
Ako je jedan od pribrojnika u izrazu

(=9’ +@y—2)°>+(z—2a)

jednak nuli, tada je cijeli izraz jednak nuli. Dokazite.

Rjesenje.
Imamo redom:
(@—9)’ +(y—2)°+ (=) =

z® — 322y + 3‘Lz/f —y?
y—&yz—l—ﬂyz —z3 + =
2% — 32%x 4 3za® — 28

—32%(y — 2) + 3x(y* — 2%) — Byz(y — 2) =
(y — 2)[~32% + 3a(y + 2) — 3y2] =
(y — 2)(—32* + 3y + 3z — 3y2) =
(y — 2)[32(z — 2) — 3y(z — 2)] =

(y— 2)( — @)(32 — 3y) =

3 —y)(y — 2)(z — o).
Buduéi da je produkt jednak nuli ako i samo ako je jedan od faktora jednak nuli, vrijedi tvrdnja zadatka. Uocite kako je
zapisano raspisivanje pribrojnika u drugom redu (takav zapis omogucava bolju preglednost izraza - §to se sve pokratilo
u drugom redu?).

Prisjetimo se formule za razliku kvadrata:

a? —b* = (a+b)(a—b). (5)

Takoder postoje analogne formule za zbroj i razliku kubova. Njihovi izvodi slijede iz formule za kub binoma.
Izvedimo ih! Za zbroj kubova vrijedi:

4y = )3 — 32y — 3zy?
= (x+y)* —3xy(z+y)
( Mz +y)? — 3xy]
( )(@? — zy + 7).

v*—y’ =(z—y)’+32%y — 3zy°
(z = y)* + 3xy(z —y)
= (z —y)l(z — ) + 3zy]
= (z —y)(@® +ay +y?).
Skrac¢eno ove formule zapisujemo:
3+ = (x +y)(@® F oy +y?). (6)

Zadatak 3.
Ako za brojeve a, b, ¢ vrijedi a + b + ¢ = 0, dokaZite da vrijedi

a? b2 2
— 4+ — 4+ —=3.
be + ca + ab

RjesSenje.
Nakon mnozenja tvrdnje zadatka sa abc dobivamo

a® + 0% + ¢ = 3abe.



Dokazimo to. Uz koristenje uvjeta zadatka slijedi

a® + b3+

(a+ b)(aQ —ab+0b?) + ¢

= —c(a® —ab+b*) +°
(22 2

=c(c® —a”+ab—b7)
=c[(a+b)? —a® + ab — b7

= c(a® + 2ab + b* — a® 4 ab — b?)
= 3abc,

i dokaz je zavrSen. PokuSajte rijesiti i zadatak 2 pomocu formule (6).

Navest ¢emo jos i formulu za kvadrat trinoma:

(a+b+c)? =a*+b*+c + 2ab + 2bc + 2ca, (7)

a vi je pokusSajte dokazati za vjezbu.

Faktorizacija

Primijetimo kako smo u svim dosada$njim primjerima rastavljali algebarske izraze na faktore. Faktorizacija
algebarskih izraza je vrlo bitna jer se njome izrazi bitno mogu pojednostavniti. Kako sve mozemo faktorizirati
algebarske izraze?

~ izlu€ivanjem zajedni¢kog faktora

~» grupiranjem ¢lanova

~~ prikazivanjem pojedinih ¢lanova u obliku zbroja, tj. razlike

~» upotrebom formula (kvadrat i kub binoma, razlika kvadrata i kubova, zbroj kubova ...)

Zadatak 4.

Skratite razlomak:
(a® — 6a® + 12a — 8)(6 + 3a)

(a® + 8)(a? — 4a + 4)

RjeSenje.
U ovom je zadatku uputno primijeniti formule na odredene faktore:

(a® — 60> +12a —8)(6+3a) 3(a—2)°(a+2)
(a® + 8)(a% — 4a + 4)  (a+2)(a® —2a+4)(a—2)?
T a2 —2a+4

Objasnite koje su formule bile gdje koristene.

Vrlo &esto je potrebno faktorizirati kvadratne trinome, tj. izraze oblika axz? + bx + ¢, pri éemu su a,b,c € R
neke konstante. Ukoliko je faktorizacija moguéa, ona se provodi tako da srednji ¢lan prikazemo u obliku zbroja
(razlike) dvaju izraza €iji je umnoZak jednak umnosku prvog i posljednjeg ¢lana trinoma. Novonastali ¢lanovi
zatim se pogodno grupiraju i izluce se zajednicki faktori. Idué¢i zadatak nam pokazuje konkretne primjere takve
faktorizacije.

Zadatak 5.

Skratite razlomak:
(8a% — 6ab + b?)(2a* + 5ab — 3b°)

(4a? — 9ab + 2b?)(a? + 5ab + 6b2)




Rjesenje.
Svaki od faktora u brojniku i nazivniku jest kvadratni trinom koji trebamo rastaviti na faktore. Radi preglednosti ucinit
¢emo to na svakom faktoru posebno:

8a? — 6ab+b* = 8a® — dab — 2ab + b?
= 4a(2a — b) — b(2a — b)
= (2a — b)(4a — b),

2a* 4+ 5ab — 36 = 2a” — ab + 6ab — 3b
= a(2a — b) + 3b(2a — b)
= (2a — b)(a + 3b),

4a% — 9ab + 2b*> = 4a® — ab — 8ab + 2b*
= a(4a — b) — 2b(4a — b)
(4a — b)(a — 2b),

a® + 2ab + 3ab + 6b*
= a(a + 2b) + 3b(a + 2b)
(a + 2b)(a + 3b).

a® + 5ab + 6b>

(2a — b)?

Sada dobivamo kako je pocetni izraz jednak ~————-.
a2 — 4b2?

Neke primjene algebarskih izraza

Faktorizacija algebarskih izraza moze se primijeniti i kod djeljivosti - rastavljanjem izraza na faktore mozemo
ispitati svojstva djeljivosti prirodnih i cjelih brojeva.

Zadatak 6.
Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv s 9.

Rjesenje.
Neka su to brojevi n — 1,n,n + 1. Tada vrijedi

(n—1)>+n+ (n+1)® = 3n® + 6n = 3n(n® + 1).

(Dokazite gornji identitet.)

Dakle, treba pokazati da je izraz n(n? + 1) djeljiv s 3. Ako je n djeljiv s 3, tvrdnja je o¢ita. Ako je n = 3k + 1 ili
n = 3k + 2, tada je n® 4+ 1 djeljiv s 3 (dokazite raspisivanjem ili pomoéu kongruencija). Zato je oéito kako za svaki
prirodan broj n vrijedi tvrdnja zadatka.

I u racunskim zadatcima moZemo primijeniti algebarske izraze uocavanjem brojevnih veza i pogodnom supsti-
tucijom (uofite da smo to iskoristili i u zadatku 1 kao motivaciju za ovo predavanje).

Zadatak 7.
Usporedite brojeve /2014 - 2016 i 2015.

Rjesenje.
Neka je z = 2015, tada je

V2014 -2015 = 4/(:

S

—1)(z+1)
1

A
8
53
[\V] I )

Dakle, 2015 > +/2014 - 2015.

U zadatcima koji slijede imate priliku iskoristiti tehnike i formule koje su u ovom predavanju izlozene. Za
neke je zadatke dano samo konac¢no rjeSenje (ili uputa za rjeSsavanje) kako biste samostalno mogli provesti ¢itav
postupak i provjeriti svoje rjeSenje, a neki su zadatci dani vama za potpuno samostalni rad.



Zadatci, upute i rjesenja

Zadatak 8.

Pojednostavnite izraz:
a+b+c ab+bc+ca 1

1 1 1 1 1 1 - 1 -
atste Tt awe

Rjesenje.
abe.

Zadatak 9.

Nadite vrijednost razlomka
a+b

ako je 2a% + 2b% = 5ab, 0 < a < b.

RjesSenje.
Vrijednost izraza je -3. Uputa: koristite se formulom (2).

Zadatak 10.
Dokazite da za svaki a € R\ {£1} vrijedi jednakost

1 1 2 4 8 16

1—a+1+a+1—|—a2+1+a4+1+a871—a16'

Rjesenje.
Uputa: iskoristite formulu (5).

Zadatak 11.
(Identitet Sophie Germain) Faktorizirajte izraz a* + 4b%.

Rjesenje.
at + 4b% = o + 4a26% + 4b* — 4?6 © (a2 + 26)? — (2ab)* € (a2 + 2ab + 26%)(a? — 2ab + 26%).

Zadatak 12.
Faktorizirajte izraz z* + 22 + 1.

Rjesenje.
(z? —2x+1)(z? + 2 +1). Uputa: pokusajte pojedine pribrojnike nadopuniti do kvadrata zbroja sli¢no kao u pretnodnom
zadatku.

Zadatak 13.
Dokazite posebnu varijantu tzv. Lagrangeovog identiteta:

(a® + b)) (? + d?) = (ac+ bd)* + (ad — be)?.
Zadatak 14.

Neka je S = {m € Z: m = a® — 5b%, a,b € N}. Pokazite da je umnozak dva elementa skupa S ponovno element
skupa S.

Zadatak 15.
Dokazite da iz a + b+ ¢ = 0 slijedi

(a? + 0% + )2 = 2(a* +b* + c*).



Rjesenje.
Uputa: iskoristite formulu (7).

Zadatak 16.
Postoje 1i brojevi a, b, c za koje je izraz
a—b b—c c—a

+ +
a+b b+c c+a
jednak nuli ako nijedan od pribrojnika nije jednak nuli i svi su pribrojnici definirani?

Rjesenje.
Takvi brojevi ne postoje. Uputa: za srednji pribrojnik iskoristite identitet b —c = —(a — b) — (¢ — a), pogodno grupirajte
¢lanove i faktorizirajte dani izraz.

Zadatak 17.
Rastavite izraz na faktore:

(b—c)b+c)®+ (c—a)lc+a)® + (a—b)(a+b)>

Rjesenje.
Uputa: za srednji ¢lan iskoristite isti trik kao u prethodnom zadatku, pogodno grupirajte ¢lanove te iskoristite formulu
(6), a zatim i (2).

Zadatak 18.

Pojednostavnite:
1 1 1

@—ba—0a G-0b-a  c-al-b

Rjesenje.
Svodenjem na zajednicki nazivnik (pripazite na predznake faktora u nazivnicima) dobivamo da je izraz jednak 0.

Zadatak 19.
Ako vrijedi

onda je takoder

a b c —0
b—cP le—ap (@b "
Dokazite.
Rjesenje.
1 1 1
Uvjet zadatka mnozite redom s 5 , i 5 te tako dobivene 3 jednakosti zbrojite. Zatim iskoristite slican trik
—c c—a a-—

kao u prethodnom zadatku.

Zadatak 20.
Pojednostavnite sljedeée algebarske izraze:

(a) a b n c 7
(a=b)la=c) (b=c)(b—a) (c—a)ic=0)
a? b? 2
Py s S g s Sl ppny A S
3

Rjesenje.
(a) 0; (b) I; (c) a+b+ec



Zadatak 21.
Dokazite da je za svaki n € N broj

(a) n—n,
(b) n*+ 3n3 —n? — 3n,

djeljiv sa 6.

Rjesenje.
Uputa: kao i u zadatku 6, faktorizirajte zadane izraze i onda promatrajte slu¢ajeve u ovisnosti o tome koje ostatke moze
davati broj n pri dijeljenju s 2, odnosno 3.

Zadatak 22.
Dokazite sljedece tvrdnje:

(a) Ukoliko je razlika kvadrata dvaju prirodnih brojeva djeljiva s 2, onda je ona djeljiva i s 4.
(b) Ne postoji k € N takav da su oba broja

VE+7, V3 4T

istovremeno prirodna.

Rjesenje.
Tvrdnja (a) se dokazuje sli¢no kao i u zadatku 6 te prethodnom zadatku. Dokazat ¢emo drugu tvrdnju.

(b) Pretpostavimo da takav broj k postoji. Promotrimo razliku kvadrata danih brojeva:
2 2 L
(Vaie7) - (VaraT) =32

Uocimo da je dobiveni izraz djeljiv s 2, ali nije djeljiv i s 4, §to je u kontradikciji s (a) dijelom zadatka.

Zadatak 23.
Skratite sljedece razlomke:

B3 4+3tt+1)+1

Btt—1)—1"

(Tzy + 1)3 — 8233

6722y2 + 162y +1°

8a? + 18ab — 5%  5b% — 32ab — 21a® 28a2 — THab + 27bH>
1242 + 17ab — 5b2  9b2 — 67ab + 28a2  15b2 — 29ab — 14a2’

(a)

(b)
(c)

RjesSenje.
Uputa: naravno, brojnike i nazivnike svakog od razlomaka potrebno je faktorizirati. Za faktorizaciju kod prva dva
razlomka koristite formule (4), (6) i (2), a kod treéeg razlomka faktorizirajte kvadratne trinome kao u zadatku 5.

Zadatak 24.
Izrac¢unajte:

2

(2013 - \/1 +2015v/1 42014 - 2012)

Rjesenje.
Izraz je jednak 1. Uputa: uvedite supstituciju x = 2012 pa sredite dobiveni izraz.

Zadatak 25.
Korijen umnogka Cetiri uzastopna prirodna broja uvec¢anog za 1 je prirodan broj. Dokazite.



