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Uvod u nejednakosti

13.12.2015.

Nejednakosti su podruéje koje je u velikoj mjeri zastupljeno na matematickim natjecanjima, ali se u srednjo-
skolskom gradivu jedva spominje. Takvi zadatci mogu stvarati probleme onima koji se ne bave matematikom
izvan redovne nastave, a pojavljuju se podjednako na natjecanjima za sve razrede, pa ih je zato vrlo vazno znati.
Metode kojima se rjeSavaju kreéu se od onih najjednostavnijih (z? > 0) pa do koridtenja vrlo kompliciranih
nejednakosti za koje se od ucenika koji ih primjenjuju ne ocekuje da ih znaju dokazati.

Svodenje na kvadrat

Prva metoda rjesavanja ovih zadataka u teoriji je vrlo jednostavna, ali primjeri ¢e pokazati da se koriStenjem
te nejednakosti mogu rijesiti i kompliciraniji zadaci. Primjenom nejednakosti 22 > 0 na razli¢ite izraze moze
se rijesiti iznenadujuée mnogo zadataka. Kroz sljede¢ih nekoliko primjera i zadataka proé¢i ¢ete osnovne ideje
koje bi trebale biti dovoljne za rjeSavanje veéine zadataka ovog tipa. RjeSenja zadataka priloZena su na kraju
dokumenta, ali svakako se preporuca da ih prije gledanja u rjeSenja pokuSate samostalno rijesiti. Zadaci koji su
u kategoriji Zadaci za samostalan rad nemaju rjeSenja, jer se od vas ocekuje da ih samostalno rijesite.

Primjer 1.
Dokazite da za realne brojeve a, b vrijedi:

a® + b2 > 2ab

Kod zadataka ovog tipa uvijek je korisno prvo nejednakost zapisati u ekvivalentnom obliku koji s desne strane
nejednakosti ima 0. Dana nejednakost ekvivalentna je s a® + b?> — 2ab > 0. Primjenom formule za kvadrat
binoma dana nejednakost poprima oblik (a — b)® > 0. Buduéi da je z2 > 0 za svaki z, pa onda i za z = a — b,
dobivena je nejednakost to¢na, a kako je ona ekvivalentna pocetnoj, zaklju¢ujemo da je a® + b > 2ab.

Primjer 2.
Dokazite da za realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

a4+ b+

5 > ab—bc+ ca

Ponovno zapig§imo nejednakost u ekvivalentnom obliku koji s desne strane nejednakosti ima 0. Kod ovog
primjera takoder ¢emo se zbog lakSeg ra¢unanja rijesiti nazivnika mnozenjem cijelog izraza s 2. Tako dolazimo
do a? 4+ b% 4+ c? —2ab+2bc — 2ca > 0. Potrebno je jos jedino primijeniti formulu za kvadrat trinoma te dolazimo
do nejednakosti koja je ekvivalentna podetnoj, a oblika je 22 > 0, odnosno (—a + b + 0)2 > 0.

Primjer 3.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

ab(a+0b) +bc(b+c¢)+ ca(c+ a) = 6abc

Kao i u prva dva primjera, danu nejednakost pokusat ¢emo svesti na nejednakost 22 > 0, kako bismo to postigli,
prvi je korak rjeSavanje zagrada iz zadatka. Tako dobivamo nejednakost ekvivalentnu pocetnoj: a?b + ab® +
b%c + bc? + c?a + ca®? — 6abc > 0. Treba uociti da je —6abc = —2abc — 2abc — 2abe. Takav nam je rastav
korisniji jer se izlu¢ivanjem a iz drugog i petog ¢lana dobiva a (b* + ¢*) — 2abc = a (b? — 2bc + ¢?). Sada treba
iskoristiti uvjet zadatka, a to je da su a, b, c > 0, pa iz toga slijedi da je a (b — 0)2 > 0. Postupimo li analogno i s
ostalim ¢lanovima, dobivamo nejednakost koja je ekvivalentna pocetnoj: a (b — 0)2 +b(c— a)2 +c(a— b)2 > 0.
Preostaje jos zakljuciti kako je dobivena nejednakost to¢na jer zbrajanjem izraza vec¢ih od 0 dobivamo izraz koji
je takoder veéi od 0.



Kod rjesavanja sli¢nih zadataka ¢esto ¢emo pocetnu nejednakost transformirati do neke druge za koju ¢e tvrdnja
vrijediti. Prilikom takvih transformacija nuZno je u svakom koraku provjeriti i naglasiti da je nova nejednakost
ekvivalentna (oznaka <) pocetnoj, jer u suprotnom iz kona¢nog izraza za koji ustanovimo da vrijedi ne mora
slijediti tvrdnja zadatka.

Zanimljivo se takoder pitati kada vrijedi znak jednakosti. Ponekad se u zadacima naglasi da je potrebno i to
odrediti, ali ¢ak i kad to u zadatku nije naglaSeno, preporuca se da napiSete jer se zbog toga znaju skidati
bodovi. Tako u Primjeru 1 jednakost vrijedi za a = b, u Primjeru 2 jednakost vrijedi za a = b+ ¢, a u Primjeru
3 jednakost vrijedi za a = b = c.

Zadatci

Zadatak 1.
Neka su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je a + d = b + c¢. Dokazite da vrijedi:

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) =0

Zadatak 2.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:
a® b? c? 3
+ + Z -
(a+bd)(a+c) (b+c)(b+a) (c+a)(c+b) 4

Zadatak 3.
Dokazite da za realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

a?+ b+ > ab+be+ca

Zadatak 4.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

a’>(b+c)+ b (c+a)+c®(a+b) <2(a®+b°+P)

Zadatak 5.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

@( 2 . 2 2 )<ﬁ+\/5+ﬁ

at+b b+c c+a

Zadatci za samostalan rad

Zadatak 6.
Neka su a, b, ¢ realni brojevi takvi da je ab + bc + ca = 1. Dokazite da vrijedi:

A+ +2>1

Zadatak 7.
Neka su a, b, ¢ realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da vrijedi:
a n b n c S 3
(a+1)(b+1)  (b+1)(c+1) (c+1)(a+1)~ 4

Zadatak 8.
Dokazite da za realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

(a® + %) (a* +b*) = (a® + 1)



Nejednakosti medu sredinama

Nejednakosti medu sredinama su mozda i najvaznije nejednakosti s kojima éete se susresti. Zadatci na sred-
njoskolskim natjecanjima uvijek se mogu rijesiti njihovim koristenjem, dok poznavanje nekih kompliciranijih
nejednakosti moze biti korisno, ali nije i nuzno. Dokazi ovih nejednakosti su dosta komplicirani te ih u ovom
trenutku ne navodimo.

Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su x1, xo, ..., x, pozitivni realni brojevi. Tada je njihova:

harmonijska sredina
n
L4l 4+

Z1 Z2 Tn

H =

geometrijska sredina
G= xr1 9 ... Ty,

aritmeticka sredina

A:l‘1+$2+...+$n7
n

kvadratna sredina

K- \/.1‘12—‘1-%‘224-...—"-.%‘,12.
n

Nejednakosti medu sredinama odnose se na ¢injenicu da za ovako definirane sredine vrijedi
K>A>G>H,

a najcesce se koristi A > G. Jednakost se postiZe za x1 = 19 = ... = x,.

Primjer 4.
Dokazite da za realne brojeve a, b vrijedi:

a? +b% > 2ab

Prvo je potrebno uociti da se A — G nejednakost moze primijeniti na z; = a2, 25 = b? za a # 0,b # 0, jer su
tada x1, x5 pozitivni realni brojevi. Za a = 0, dana se nejednakost svodi na b? > 0, &to vrijedi, a za b = 0 dobije
se analogno. Sada moZemo primijeniti A — G nejednakost iz koje dobivamo # > Va? - b2 = ab. MnoZenjem
dobivene nejednakosti s 2 dobivamo tvrdnju zadatka: a? + b?> > 2ab. Jednakost vrijedi za a?> = b, odnosno,

buduéi da su a, b pozitivni realni brojevi, za a = b.

Primjer 5.
Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je % + % + % = 1. Dokazite da vrijedi:

a+b+c>=9

Bududi da su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi, mozemo primjenjivati nejednakosti medu sredinama. Zbog uvjeta
zadatka najprirodnije je primijeniti A — H nejednakost. %HC > ﬁ Primjenom uvjeta zadatka i mnoze-
a b c

njem dobivene nejednakosti s 3 dolazimo do trazene nejednakosti: a +b+c¢ > 9. Jednakost vrijedi za a =b = c.

Primjer 6.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:
a n b n c o 3
b+c c+a a+b” 2

Ideja u rjeSavanju ovog zadatka je prvo transformirati danu nejednakost u oblik na koji ¢e se jednostavnije
primijeniti nejednakosti medu sredinama. Kako bismo mogli efikasno primijeniti A — H nejednakost, dodat
¢emo lijevoj i desnoj strani nejednakosti 3. Tako dobivamo

9

a b c
Fl+— 1+ ——+1> =
b+c c+a a-+b 2




odnosno

at+b+c a+b+ec a+b+c>
b+c c+a a+b 7

J
2

Izlu¢ivanjem a + b 4 ¢ i mnoZenjem s 2 dobivamo nejednakost ekvivalentnu pocetnoj:

1 1 1
(2a + 2b + 2¢) + + =9
b+c c+a a+d

Uodite da sada tvrdnja zadatka slijedi izravno primjenom A— H nejednakosti na z1 = a+0b, xo = b+c¢,x3 = c+a,
jer je dobivena nejednakost ekvivalentna s

(a+b)+ (b+c)+ (c+a) 3
3 >L+L+ 1
a+b b+c cta

Jednakost vrijedi za a +b=0b+ ¢ = c+ a, odnosno za a = b = c.
Kao $to se vidi iz Primjera 1, odnosno Primjera 4, mnoge je nejednakosti mogudée rijesiti na vise nac¢ina. Tako
se 1 Primjer 5 moze rije8iti primjenom A — G nejednakosti.

Zbog uvjeta zadatka vrijedi:

1 1 1 b b
a+b+c:(a+b+c) (a+b+c> _3+<Z+a)+(c+z>+(z+z>

Primjenom A — G nejednakosti na svaku od zagrada dolazimo do nejednakosti (a +b+¢) >3+2+2+2=09.

Nejednakost iz Primjera 6 naziva se Nesbittova nejednakost i postoji mnogo razli¢itih dokaza ove nejedna-
kosti.

Zadatci

Zadatak 9.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

a(a—\/%)—l—b(b—\/@)—i-c(c—\/%) >0

Zadatak 10.

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da vrijedi:
a—1+b—1+c—1 S
b+1 c¢+1 a+17

Zadatak 11.
Dokazite da za duljine stranica trokuta a, b, ¢ vrijedi:

Va+b—c+Vb+c—a+Veta—b<Va+Vb+ /e

Zadatak 12.
Neka su ay,aq, ..., a, realni brojeviin prirodan broj, n > 1 takvidajeai-as = as-a3 =.. = an_1-ayp = an-ay = 1.
Dokazite da vrijedi:

a12 +a22 +...—|—an2 >n

Zadatak 13.
Neka su aq,as, ..., a, realni brojevi i n prirodan broj, n > 1 takvi da je a; + as + ... + a, = s. DokaZite da
vrijedi:

a1 a2 Qp n

+ et P
s—a; S—as s —apy n—1




Zadatci za samostalan rad

Zadatak 14.
Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a? + b2 + ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

1 n 1 n 1 >3
14+ab 14bc 14ca” 2

Zadatak 15.
Neka su aq,as, ..., a, realni brojevi i n prirodan broj, n > 1 takvi da je a; + as + ... + a,, = 1. Dokazite da
vrijedi:

aj as (079 n

>
2—a1+2—a2+ +2—an 2n—1

Zadatak 16.
Neka su aq, asg, ..., a, realni brojevi i n prirodan broj takvi da je a; + as + ... + a,, = 1. Dokazite da vrijedi:

1\2 1)? 1\?_ (1+n2)?
a+—) +(ast—] et (an+r—) > L
ai a2 anp n

Malo tezi zadatci

Zadatak 17.
Neka su 0 < a,b,c < 1 takvi da je a + b+ ¢ = 1. Dokazite da vrijedi:

\/ ab +\/ be L ca <§
c+ab a+ be b+ca 2
Zadatak 18.

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc < 1. Dokazite da vrijedi:

Rjesenja zadataka

Rjesenje zadatka 1. Vrijedi

(@=b)(c—d)+(a=c)(b-d)+(d=a)(b-c) 20 <
2ac + 2bd — 2ad —2bc 2 0 &
—d(a—b)+cla-b)>20 &

(koriStenjem uvjeta zadatka)

(a—b)* >0.

Jednakost vrijedi za a = b.

Rjesenje zadatka 2. Vrijedi
a® n b? n c? S 3
(a+b)(a+ec) (b+e)(b+a) (c+a)(c+b) ~ 4
a’(b4c) +4b% (c4+a) +4c® (a+b) = 3(a+b)(b+c)(c+a) <
a’b+ a%c+ b2a + b%c + Ca + b > 6abe

(za nastavak vidi Primjer 3.)




Rjesenje zadatka 3. Vrijedi

A+ +Pzab+bectcea &

202 + 2b% + 2¢% > 2ab + 2bc + 2ca &

a? = 2ab+ b2+ —2c+ P+ —2ca+ad>>0 <
(a—b)°+B-0c)+(c—a)’>0.

Jednakost vrijedi za a = b = c.
Rjesenje zadatka 4. Vrijedi

a?(b+c)+b°(ct+a)+c®(a+b)<2(a®+b°+)
203 + 203 + 263 —a?b—a’c—bPa—bec—Fa—-Fb >0 &

a>(a—b)+a*(a—c)+ > (b—c)+b*(b—a)+c*(c—a)+E(c—b) =0 <
(a=0b)(a®>=b)+(b—c)(B® =) +(c—a)(®—a®) >0 &
(a—b)2@+b)+(b—c)(b+c)+(c—a)i(c+a)=0

Sto vrijedi zbog uvjeta zadatka. Jednakost vrijedi za a =b = c.

Rjesenje zadatka 5. Bududi da je
2 2 2
M.(a+b+b+c+c+a)<\/a+\/g+\/é <
Vabe(2(b+¢)(c+a) + 2(c + a)(a+b) +2(a+b)(b+¢)) < (Va+ Vb+Ve)a+b)(b+c)c+a) <

nakon izmnazanja i faktoriziranja dobivamo

Va(Vb — /@) (a% + ab + be + ca) + Vb(\/e — Va)? (b + be + ca + ab) + Ve(va — Vb2 + ca+ ab + be) >0

Sto vrijedi zbog uvjeta zadatka. Jednakost vrijedi za a =b = c.

RjeSenje zadatka 9. Zbog A — G nejednakosi vrijedi

—a+b>\/% & —\/@2—a+b &

2 2
%2\/% & —%)—b;c &
C;(Z}\/c»a - Ca}fc;a N
aa —vbe) + b{b — v/a) + (e~ Vab) > afa — ) +bb— T efe — 1)
Buduéi da je nejednakost
_b+ec c+a a+b

a(a 5 )+ b(b— )+ cle— 5 ) =0

ekvivalentna s
A+ +E>ab+bec+ca

tvrdnja slijedi po Zadatku 3

Rjesenje zadatka 10. Zbog A — G nejednakosti vrijedi

a—1+b—1+c—1>0 -
b+1 c¢+1 a+17
(a+1D)O?* =D+ OG+D)(E =D+ (c+ D)@ -1)>0 <

ab’> +b+ca’+a’+¥+PF—a—b—c>3.

Nejednakost u ovom obliku je dosta nezgodna za primjenu nejednakosti medu sredinama, buduéi da su neki od
¢lanova negativni. Zato ¢emo je transformirati u sljedeéi oblik:

ab® +bt +ca® +(a—1)2+(b-1)*+(c—-1)*+a+b+c=6.



Sada moZzemo odvojeno promatrati dvije nejednakosti koje u sumi daju trazenu.

(a—1)22+b-124(c-12>0
ab?> + b2 +ca®+a+b+c
6

> Vab2-be2-ca2-a-b-c
Zbog uvjeta zadatka, slijedi ab®> + bc® + ca® + a + b+ ¢ > 6. Jednakost vrijedi za a =b=c = 1.

Rjesenje zadatka 11. Uvjet da su a, b, ¢ stranice trokuta znaci da je a < b+ ¢, b < c+ a,c < a + b, odnosno da
jea+b—c>0,b+c—a>0,c+a—>b>0. Vrijedi

Vat+b—c+Vbtc—a+vVet+ta—b=

Va+b—c+vVb+c—a Vbtc—a++Ve+a—-b Veta—-b+vVa+b—c
2 + 2 + 2 ’

Primjenom A — K nejednakosti na svaki od izraza, dobivamo

Vath—c+vhie—a <\/(\/m)2+(\/b+c——a)2 i
2 = 2

Ve

¢b+c_a+¢c+a_b<\/(\/m)z+(m>2
2 = 2

== a.

\/c—i—a—b—|—\/a—|—b—c<\/(\/c+a—c)2—|—(\/a+b—c)2
2 h 2

Jednakost vrijedi za vVa+b—c=+vb+c—a=+c+a—b, odnosno a =b = c.

Rjesenje zadatka 12. Vrijedi

a12+a22+...+an2>n &

a1 +as®  as? + as? an—12+a,®  ap®+ar?
5 5 + ...+ 5 + 5 >n

Sada moZzemo primijeniti A — G nejednakost na svaki od ¢lanova, a tvrdnja zadatka slijedi izravno iz njihove
sumacije i primjene uvjeta zadatka.

Rjesenje zadatka 13. Vrijedi

s ; ;
ay as an, + =+ ..+ =

s—ai s—asz S—an

I
S
|
S

s—ai S—ay  S—an n

Iz A — H nejednakosti dobivamo

s S S 2
. s—ax + s—as tot S—ap n n n n

n : sfa1+57az+...+sfan -

S
I
S
WV




