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Uvod/teorijske osnove

U ovome predavanju proucavati ¢emo svojstva pravokutnog trokuta AABC' s pravim vrhom u vrhu C. Koristit
éemo sljedeée oznake:

e a=|BC|,b=|CA|, c=|AB|,

e a=/BAC, 3 =/CBA, v=/LACB,

e v je duljina visine iz vrha C na stranicu AB,

e R ir suredom polumjeri opisane i upisane kruznice trokuta AABC.

Teorem 1 (Pitagorin poucak). Neka je AABC pravokutni trokut sa pravim kutom u vrhu C. Tada vrijedi:

a? +b? =2
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Dokaz teorema 1. Neka je C' noziste visine iz vrha C na stranicu AB. Tada je je ZCC'A = ZACB = 90°, pa
su trokuti AACC’ 1 AABC sli¢ni po K-K poucku. Sliéno dobivamo da su trokuti ACBC’ i AABC sli¢ni. Iz
sli¢nosti slijedi:
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Teorem 2 (Obrat Pitagorinog poucka). Neka je AABC trokut u kojemu vrijedi a® 4+ b*> = ¢*. Tada je NABC
pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C.

Dokaz teorema 2. Neka je ADEF trokut s pravim vrhom u vrhu F takav da vrijedi EF = ai DF =b. Tada iz
1 dobivamo: DE = v/DF2 + EF? = /a2 4+ b2 = ¢, pa su trokuti ADEF i AABC sukladni po S-S-S poucku.
Ali tada vrijedi ZACB = ZDFFE = 90°.




Teorem 3 (Euklidov pouc¢ak). Neka je AABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je C' noZiste
visine iz C na AB. Neka je p = |AC'| i ¢ = |BC’|. Tada vrijedi: v = /pq.
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Dokaz teorema 3. Lako vidimo da je ZCC'A = Z/BC'C, pa su trokuti AAC'C i ACC’B sliéni po K-K poucku.

Iz sli¢nosti dobivamo:
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]—):E :>v2:pq —— v = \/DPq.

Teorem 4. Neka je ANABC pravokutni trokut sa pravim kutom v vrhu C. Neka je K poloviste duZine AB.
Tada je K srediste opisane kruZnice trokuta NABC.
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Dokaz teorema 4. Neka su M i N polovista stranica BC i AC redom. Primijetimo da je NK je srednjica
paralelna sa BC, pa je NK 1 AC, odakle slijedi da je NK simetrala stranice AC. Sli¢no se dokazuje i da je
MK simetrala stranice BC. To¢ka K je sjeciste simetrala stranica trokuta, odnosno srediste opisane kruznice
trokuta AABC.



Zadatci i rjeSenja

Zadatak 1. .
Dokazite da je u pravokutnom trokutu polumjer opisane kruznice R jednak 3

Rjesenje.
Neka je M poloviste stranice AB. Iz Teorema 4 slijedi da je M srediste opisane kruznice trokuta ANABC, pa je R =
MA| = 3.

Zadatak 2.

a
Dokazite da u pravokutnom trokutu vrijedi: v = —.
c

Prvo rjesenje. -
Neka je C’ noziste visine iz C' na AB. Tada je je ZCC'A = ZACB = 90°, pa su trokuti AACC’ i AABC sli¢ni po K-K
poucku. Iz te sli¢nosti slijedi:
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Drugo rjesenje.
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Izrazimo povrsinu trokuta AABC na dva na¢ina: P = 5 15 Izjednacavanjem dvaju izraza dobivamo:

Zadatak 3.
Dokazite da u pravokutnom trokutu vrijedi: —
a

Rjesenje.
272 1 2
Iz relacije 2P = ab = cv slijedi v = ab — ¥ = ab = — = ¢ _ Uvrstimo a2 +0% =
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Zadatak 4.
- - a+b—c
Dokazite da u pravokutnom trokutu vrijedi r = —

Rjesenje.
Neka je I srediSte upisane kruZnice i neka su D, FE, F diraliSta upisane kruznice sa stranicama BC, C'A i AB redom.
Primijetimo da su D, E i F noziSta visina iz I u trokutima ABCI, ACAI i ANABI redom. Sada dobivamo:

P = Ppcr + Pcar + PaBr
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Zadatak 5.
Neka je u pravokutnom trokutu D noziSte visine iz vrha C. Neka su ry i ro polumjeri upisanih kruznica trokuta
ANADC i ABDC redom. Dokazite da vrijedi:

a) r+r +re=v.

b) r? =712 4+ 13,

Rjesenje.
} —c AD — BD —
a) Iz prethodnog zadatka slijedi r = %bc Sliéno dobivamo r; = %b irg = %. Zbrajanjem
dobivamo:
a+b—c+AD+v—-b+BD+v—a AD+ BD —c+2v
r+rtra = D) = 9 -

b) Lako dobivamo AACD ~ AABC i ACBD ~ AABC. Ts sli¢nosti slijedi:
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Zadatak 6.
Neka je u pravokutnom trokutu M poloviste visine C'D na hipotenuzu, a tocka N poloviste duzine AD. Dokazite

da je BM L CN.

Rjesenje.

Prema konstrukciji je duzina M N srednjica trokuta ADC, pa je MN | AC. Zbog AC L BC i MN L AC vrijedi
MN 1 BC. Dakle, u trokutu BNC visine CD i M N sijeku se u toc¢ki M pa je M ortocentar ovoga trokuta. Zbog toga
je u trokutu BNC' pravac BM treéa visina pa je BM 1L CN.

Zadatak 7.
Ako je n > 2 prirodan broj, dokazite da u pravokutnom trokutu vrijedi

a” +b" < "

RjesSenje.
Zboga <c,b<cia®+b>=c* zan€ N, n > 2 vrijedi:

, , 2 n—2 | ;2 n-2 _ 2 n-2 | ;2 n-2 2, 12\ n—2 _ 2 n-2 ,
a"+b"=a"a" T+ T <a T+ T = (a" b)) = T =

Zadatak 8.
Dokazite da u pravokutnom trokutu vrijedi
c+v>a+b

Rjesenje.
Zbog ¢ > aic > b vrijedi c—a > 0ic—b> 0. Zato je (c —a)(c—b) >0 <= c*+ab> c(a+b). Odatle nakon
o . ab
dijeljenja s ¢ > 0, dobivamo ¢+ — >a+b <= c+v >a+b.
c



