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Uvod

U uvodu ¢emo se upoznati s nekim osnovnim nejednakostima koje ¢emo kasnije koristiti u rjesavanju zadataka.
Svodenje na sumu kvadrata (SOS)

Jedna od osnovnih metoda rjesavanja nejednakosti jest svodenje dane nejednakosti na sumu kvadrata, pa trivijalno
slijedi da je ta suma nenegativna.

Primjer Neka su a,b € R. Dokazimo da vrijedi a® + b* > 2ab.

a? +b*>2ab <= a®>+b*-2ab>0 <= (a—1b)*>0 O
Nejednakosti medu sredinama (KAGH)

Neka je n € N i neka su 1,2, ..., T, € RT pozitivni realni brojevi. Tada vrijede sljedeée nejednakosti:
2 2 2
rit+ax5+---+x r1t+x2t+--+T n
\/1 2 n o> 2 > mmy . T, > : -
n n el s e
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Gornje sredine se redom zovu: kvadratna, aritmeticka, geometrijska te harmonijska. Jednakost se postize ako i
samo ako su svi brojevi jednaki.

Primjer Neka su a,b € R. Dokazimo da vrijedi a® + b* > 2ab.

AG
a® +b% > 2Va2? = 2|ab| > 2ab O

Cauchy-Schwarz—Bunyakovsky nejednakost (CSB)
Neka je n € N te neka su a1,as,...,a, 1 by,bs, ..., b, proizvoljni realni brojevi. Tada vrijedi sljede¢a nejednakost:

(af + a3+ +ap)(0f + b3 + - +b7) > (aaby + aghy + -+ + anbn)?
Jednakost se postize ako i samo ako postoji A € R takav da a; = Ab;, 1 =1,2,...,n.
”And the love you gave me, nothing else can save me ... SOS”
1. Neka su a,b,c € Rt. Dokazite da vrijedi:
a?+b>+c>ab+be+ca

2. Neka su a, b, c € RT. Dokazite da vrijedi:

a2+b2+02

5 > ab— bc+ ca

3. Dokazite da za realne brojeve z i y vrijedi:
(@ +y*) (@' +yh) = (2° +y°)°
4. Za a,b,c > 0 dokazite da vrijedi:

2
g(a2 +02+cA)?>a*(b+c)+b*(c+a)+c*(a+b)
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5. Dokazite da za pozitivne realne brojeve z,y, z vrijedi sljede¢a nejednakost:
w(z—yz) +yly — vaz) + 2(z — ay) 2 0

6. (Nesbitova nejednakost) Neka su a, b, c € RT. DokaZite da tada vrijedi:

a n b n c >3
b+c¢c c¢c+a a+b— 2

7. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a? + b? + ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

1 n 1 n 1 S 3
14+ab 14+bc 1+ca — 2
8. Neka je n € N te neka su x1, 2o, ..., z, realni brojevi takvi da vrijedi z1z92 = xox3 = - - = z,x1 = 1. Dokazite
da vrijedi:

x%+x§+~-~+xizn2

9. Neka je n € Nineka su z1,xs, ..., T, pozitivni realni brojevi. Neka je s := x1 + x5 + - - - + x,,. Dokazite da

vrijedi nejednakost:
X1 To ey n

+ + -+ >

sS—T1 S— X9 S — T n—1

Sve i svasta
10. Neka su a, b, c tri realna broja koja zadovoljavaju a + 2b + ¢ = 4. Dokazite da vrijedi:

ab+bc+ca<4

11. Neka su a,b,c € R takvi da a + b+ ¢ = 2. Dokazite da vrijedi:

(ab)? + (be)? + (ca)* <2

12. Neka su x1,x9,...,x, realni brojevi takvi da vrijedi Z?:l z; =01 Z?:l xf = 1. Oznatimo s a := 0ma<x x; i
<t<n
b := min z;. Dokazite da vrijedi:
0<i<n
-1
ab < —
n
13. Neka je n prirodni broj. Dokazite da vrijedi:
1+ L + ! +--+ ! <2
4 9 n2
14. (CSB - Engel’s form) Neka su a1, as, . ..,a, realni brojevi te by,bs, ..., b, pozitivni realni brojevi. DokaZite
da tada vrijedi:
2 2 2 2
a a a a; +ag + -+ a,
71_;'_724_..._1_7"_(1 2 ”)
b b by = bitbat 4 by

15. Neka je P : R — R polinom s pozitivnim koeficijentima. Ukoliko vrijedi nejednakost

P(é) 2 P(lx)

za ¢ = 1, dokazite da tada nejednakost vrijedi za svaki z > 0.

16. Neka su hg, hp, he duljine visina trokuta ABC' te r duljina polumjera upisane kruznice tom trokutu. Dokazite

nejednakost
hg +hy + he > 97



Hintovi

1. Iskoristimo 1(a — b)? > 0.
2. Iskoristimo (—a + b+ ¢)? > 0.
3. Primjetimo (22 y?)% > 0.
4. Iskoristimo %(a2 —ab+b*)(a —b)* >
5. Koristimo AG da pokazemo % (22 +y?) > zy i (2% + y2) > z/yz.
6. Dodamo 3 na lijevu i desnu stranu.
7. Primjenimo AH nejednakost na izraz s lijeve strane.
8. af + a3+ +a2 =3(at+ad)+ F(@3+a3) + -+ F(22 +23)
9. Dodamo n na lijevu i desnu stranu.
10. Primjetimo da vrijedi: ab + bc+ ac = (a + b)(b+ ¢) — b2
11. Vrijedi: (ab)? + (bc)? + (ca)? < (ab + be + ca)?.
12. Ocijenimo izraz Y. (z; — a)(z; — b).

1

13. Primjetimo da vrijedi: % < % s

14. Koristimo da je b; > 0 pa je v/b; dobro definiran. Namjestimo na CSB.
15. Namjestanje na CSB.

16. Koristimo P = rs i namjestamo na CSB.



