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Uvod

U ovom predavanju ¢ete (nadam se) nauciti Sto su diofantske jednadzbe te neke od osnovnih metoda za njihovo
rjesavanje. Diofantske jednadzbe su jednadzbe koje pronalaze svoja rjesenja u skupu prirodnih ili cijelih brojeva.
Njihovo rjeSavanje uglavnom se svodi na pronalazak jednog ili viSe rjeSenja te dokaz da su ona ustvari i jedina (ili
da ih uopée nema).

Linearne diofantske jednadzbe:

Linearne diofantske jednadzbe imaju oblik ax 4+ by = ¢ za a,b,c € Z.
Teorem: Neka je az+bx = c linearna jednadzba takva da je a®+b? # 0. Ta jednadzba ima rjesenje ako i samo ako
M(a,b) dijeli c. Dokaz ovog teorema mozZete pronaéi u skripti A. Dujella Uvod u Teoriju brojeva, 75.str. Primjer
ovakve jednadzbe ¢u izostaviti, jer je rjesavanje krajnje jednostavno.

Metoda faktorizacije:

Cilj ove metode je s jedne strane jednadzbe dobiti cjelobrojne faktore, a s druge strane cijeli broj.
Primjer 1: Rijesimo jednadzbu zy—2x+y = 5 za x,y € Z. Oduzmemo li s obje strane 2 dobivamo zy—2z+y—2 = 3.
Pokusajmo faktorizirati lijevu stranu:

z(y—2)+y—2=3

(z+1D(y—2)=3
Buduéi da je z + 1,y — 2 € Z, imamo 4 sluc¢aja. I) x+1=3,y—2=1, 1) z+1=-3,y—2=-1, 1) 2+ 1 =1,

y—2=3ilV)z+1=—-1,y—2=-3. To jest rjeSenja (x,y) su (2,3), (—4,1), (0,5), (—2,—1). Uz ovu metodu
Cesto je korisna supstitucja, kako biste si olaksali faktoriziranje.

Metoda kongruencija:

Zelimo li dokazati da diofantska jednadzba nema rjesenja mozemo pokazati da su ostaci s lijeve i desne strane pri
dijeljenju s nekim brojem razliciti.

Primjer 2: Rije§i jednadzbu u skupu prirodnih brojeva 22 — 4y +7 = 0. Slijedi 22 = 4y — 1. 4y — 7 =3 (MOD 4).
No ovo je nemoguce jer kvadrati uvijek daju ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju sa 4.

Metoda nejednakosti:

Primjer 3: Rijesi jednadzbu u skupu prirodnih brojeva 3% 4+ 4% = 5%. Ocito je x = 2 jedno rjesenje ove jednadzbe.
DIjeljenjem zadane jednadzbe s 5% dobivamo

Zax<2je(2)"+(3)>E2+E)?2=Lazaz>2je (2)"+(2)* < (2)*+ (2)? =1 te osim x=2 jednadzba

nema drugih rjesenja.



Laksi zadaci
1. Odredi sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe 22 4 112 = 2.
2. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe z® — y> = 91.
3. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m, n) koji zadovoljavaju jednadzbu
mn? =100(n + 1)
4. Neka je P(x) polinom sa cjelobrojnim koeficijentima koji zadovoljava P(17) = 101 P(24) = 17. Ako jednadzba
P(n) = n+ 3 ima dva razli¢ita cjelobrojna rjesenja ny i ng, nadi n; - no.
5. Odredi sve parove nenegativnih cijelih brojeva (a,b) koji zadovoljavaju jednadzbu:

20 .30 _gbtl 4 90 — 13,

6. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

1022 4 20y> + 8zyz = 199923,

Srednji zadaci
7. Odredi sve cijele brojeve m,n za koje vrijedi m3 +n® = (m + n)?

8. Odredi sve parove (z,y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu

Ply—1)+yir-1)=1

9. Dokazite da za svaki n > 3 postoje neparni brojevi x i y takvi da je 2n = 722 + y2.
10. Odredi sva rjesenja jednadzbe 3% = 2%y 4 1 u skupu prirodnih brojeva.
Samo za nadobudne
11. Dokazi da ne postoje prirodni brojevi z,y, z takvi da je:

{E4+y4:Z2

12. Odredi sve parove (,y) cijelih brojeva tako da je 1+ 2% 4 222 +1 = 42,
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