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Osnovne definicije
Aritmeticka funkcija je bilo koja funkcija f: N — C.
Za aritmeticku funkciju f kazemo da je multiplikativna ako je f(1) # 0 i ako za svaka dva relativno prosta

prirodna broja x i y vrijedi f(zy) = f(x)f(y). Ako to vrijedi za svaka dva prirodna broja, kaZzemo da je potpuno
multiplikativna.

Dirichletov umnozZak

Za neke dvije aritmeticke funkcije f i g, definiramo njihovu Dirichletovu konvoluciju f * g (ili Dirichletov produkt,
ili Dirichletov umnozak, ili samo konvoluciju) na sljedeé¢i nacin:

(F*9)(m) = Y f(d)g(5).
d|n

Za svake tri aritmeticke funkcije f, g, h vrijedi

o frg=gxf

o filgrh)=(frg)«h.
Definirajmo funkciju I tako da za svaki n vrijedi I(n) = |1/n]. Tada za svaku aritmeticku funkciju f vrijedi

fxI=1Ixf=f.
Nadalje, moze se indukcijom pokazati da za svaku aritmeti¢ku funkciju f takvu da je f(1) # 0 postoji jedinstvena
funkcija g takva da vrijedi
fxg=1.

Iz prethodne diskusije slijedi da skup svih aritmetickih funkcija koje u 1 nisu jednake 0 s operacijom Dirichletove
konvolucije €¢ini komutativnu grupu kojoj je neutralni element funkcija I.

Jos jedno vazno svojstvo konvolucije je da ¢uva multiplikativnost; ako su f i g multiplikativne, tada je i f * g.
Takoder, ako su f i f * g multiplikativne, tada je i g.

Mobiusova inverzija

Definiramo funkciju v tako da za svaki n vrijedi u(n) = 1. Takoder, definiramo funkciju N tako da za svaki n
vrijedi N(n) = n.

Inverz funkcije u je M6biusova funkcija p, definirana na sljedeéi nacin:

1 za n=1
uln) = 0 ako p? | n za neki p > 1
(—=1)* ako je n umnozak k razli¢itih prostih brojeva.

Zbog svojstva u * ;. = I, za svake dvije aritmeticke funkcije f i g, vrijedi
Zf(d) =g(n) zasvakin e N «— Z,u(%)g(d) = f(n) za svakin € N,
din d|n

Ovo svojstvo nazivamo formula Mobiusove inverzije.



Eulerova ¢ funkcija

Za prirodan broj n, ¢(n) je broj prirodnih brojeva manjih od n + 1 relativno prostih s n.

Zan=pi'-... pp* vrijedi
—per—l. el —1)-...- U =n- 1_i 1_i
o(n) = pi DR (p1 ) (pk )=n .
P Pk

Ova funkcija je multiplikativna. Nadalje, vrijedi ¢ * u = N, pa je ¢ = pu* N.

Broj djelitelja d

Zan=p{'-... p;* vrijedi
T(n)=(e1+1)-...-(ex +1).

Ova funkcija je isto multiplikativna. Vrijedid =u*u, pajed*pu=u,id*xpu*xu=1.

Zbroj djelitelja o

Zan=p{ ... piF vrijedi
T(n):p?ﬂil. .pzk+1_1
p1—1 pr—1

Ova funkcija je isto multiplikativna, i vrijedi 0 = u* N, pa je o x u = N.

Zadaci

1. Za prirodan broj n, neka je f(n) zbroj primitivnih n-tih korijena od jedinice, odnosno zbroj svih kompleksnih
brojeva z takvih da je z” = 1 i da je n najmanji takav prirodan broj. Dokazi da vrijedi f(n) = u(n).

2. Dokazi da za svaki prirodan broj n > 1 vrijedi

(k,n)=1
k<n

3. Neka je (an)nen niz prirodnih brojeva tako da za svaki n € N vrijedi

2" = Z Qq.

d|n
Dokazi da n dijeli a,.

4. Funkcija f is skupa N u samog sebe definirana je ovako:
f(n)=> ged(k,n),  VneN.
k=1

a) Dokazi da vrijedi f(mn) = f(m)f(n) za svaka dva relativno prosta m,n € N.
b) Dokazi da za svaki a € N jednadzba f(x) = ax ima rjeSenje.
¢) Odredi sve a € N takve da jednadzba f(z) = ax ima jedinstveno rjesenje.

5. Neka je a1, as, ... niz prirodnih brojeva takav da za svaki m i n vrijedi ged(am,an) = Ggea(m,n)- Dokazi da
postoji jedinstven niz prirodnih brojeva b1, b, ... tako da vrijedi a,, = Hd‘n bq za svaki prirodan broj n.



