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Uvod

Cilj ovog predavanja je da se bolje upoznate sa sustavima jednadzbi te metodama za njihovo rjesavanje. Pocet
¢emo od linearnih sustava jednadzbi, prvo s jednom nepoznanicom pa polako prije¢i na vise njih. Na kraju ¢emo
pokazati i nesto o nelinearnim sustavima jednadzbi.

Linearne jednadzbe:

Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom jest jednadzba oblika ax = b, gdje su a i b realni brojevi td. je a # 0,
a x nepoznanica.

Linearna jednadzba s dvjema nepoznanicama jest jednadzba oblika ax + by = ¢, gdje su a, b, ¢ realni brojevi td su
a,b # 0, a x 1 y nepoznanice. RjeSenje linearne jednadzbe jest svaki uredeni par (z, y) koji zadovoljava tu jednadzbu.

Linearna jednadzba s n nepoznanica jest jednadzba oblika aiz1 +asxs +. .. +anx, = b, gdje su a1, as, ..., a, realni
brojevi td su ay,as,...,a, # 0, a x1,xs,...,2T, nepoznanice. Rjesenje linearne jednadzbe jest svaki uredeni par
(21,9, ...,2,) koji zadovoljava tu jednadzbu.

Primjer 1: PokuSajmo rijesiti jednadzbu 2z+3y = 8. Nagadanjem rjesenja vidimo i da (4, 0) i (1, 2) zadovoljavaju
jednadzbu, a kratkim rac¢unom uvjeravamo se da ih ima beskonacno, tj. za bilo koji y postoji x = % takav da
(z,y) zadovoljava jednadzbu.

Sustav m jednadzbi s n nepoznanica je skup m jednadzbi bilo kakvog oblika, sa sveukupno n nepoznanica. RjeSenje
sustava je uredena n-torka koja zadovoljava svih m jednadzbi. Jednadzbe sustava oznacavamo viti¢astom zagradom,
primjerice:

3x+5y =38
Tr—2y =5

Sustav linearnih jednadzbi je sustav jednadzbi kojem su sve jednadzbe linearne.

Najjednostavniji na¢in rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi je supstitucija. Iz prve (ili bilo koje) jednadzbe
izrazimo jednu nepoznanicu pomocu ostalih te dobiveni izraz uvrstimo u sve ostale jednadzbe. Tako ¢emo dobiti
sustav s jednom manje jednadzbom i jednom manje nepoznanicom. Ponavljamo ovaj postupak sve dok ne dodemo
do neke nepoznanice (u sustavu s dvije nepoznanice ovo ¢e biti iznimno brzo). Tu nepoznanicu uvrStavamo u
prethodne izraze te tako dobivamo ostala rjesenja, jedno po jedno.

Primjer 2: Rijesimo sada sustav:

3xr+ 5y =8

Tr—2y =5
Iz prve jednadzbe dobivamo xz = 8_351’. Uvrstimo 1i to u drugu jednadzbu dobivamo 56 — 35y — 6y = 15. Tj.
y = 1, odnosno z = % = 1. Dakle rjesenje sustava je uredena dvojka (1,1). Kratkom provjerom vidimo da doista

zadovoljava i prvu i drugu jednadzbu.

Jednadzbe takoder mozemo zbrajati, oduzimati i mnoziti medusobno. Na taj nacin mozemo “pokratiti” nepoz-
nanice. Ova metoda mnogo je elegantnija za vele sustave jer nema uvrstavanja kompliciranih razlomaka u puno
jednadzbi.



Poznati identiteti Sljededi izrazi vrijede te su vrlo korisni u rjesavanju algebarskih zadataka.
(a£b)* = a® £ 2ab + b?
(a+b+c)?=a®+b*+ c + 2ab + 2bc + 2ac
a? —b* = (a+b)(a—b)
(a£0)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°
a® +b% = (a £b)(a® F ab + b?)

Preostale trikove za rjeSavanje sustava jednadzbi najbolje ¢ete otkriti rjesavajuéi ove zadatke. Na kraju se nalaze
i njihova rjesenja.



Laksi zadaci

1. Rijesite sustav
z+2y+3z=12
dr +3y+82=6
3z +Ty+ 112 =3

2. Odredi najmanji prirodan broj koji pomnozen s 3 postaje kvadrat nekog prirodnog broja, a pomnozen s 5
postaje kub nekog prirodnog broja.

3. Neka su a i b pozitivni realni brojevi takvi da je a® + b = 2ab(a + b). Odredi ‘;—j + Z—z

4. Rijesite sustav
T1 +aoxg = o +a3x3 = X3 + Qx4 = T4 + 525 = 5 + a101 = 1

, gdje je ajazazasas # —1
5. Odredite sva realna rjesenja sustava jednadzbi:

X1+ T+ ...+ T2004 = 2004,

4 4 4 3 3 3
T+ Ty + ...+ Toggg = T| +T5+ ...+ Tyoa-

6. Odredi sve parove realnih brojeva (x,y) za koje vrijedi
22 4oy —4y? = -1
da® + xy — 11y% = =2

7. Nadite sva rjesenja jednadzbe
(6z +7)*(3x +4)(z+1) =6

Tezi zadaci
2?2 —y =22

8. Odredite sva rjeSenja sustava jednadzbi: ¢ 3% — 2 = 22

PR

9. Postoje li realni brojevi z, y, z takvi da vrijedi

T z
TV 25 S+ 5 =87
Yy oz x y

10. Nadite rjeSenja jednadzbe z* + y* + 2% = dayz — 1
11. Realni brojevi a i b zadovoljavaju ove jednakosti:
a® —3ab® =44, b® —3a®b =8.
Koliko je a? + b??
12. Ako je

r+y+z=a,
x2+y2+22:b2,
x_1+y_1+z_1 :c_l,

odredite 23 + 32 + 23.



Rjesenja

1.
2.

10.
11.

12.

Rjesenja (43.5,36,-34.5)

ZUPANIJSKO - 8. razred-osnovna Skola http: //www.antonija-horvatek.from.hr /natjecanja-iz-matematike/
zadaci/2014/2014- OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2014- OS-zupanijsko-8-rj.pdf

Opcinsko 2015. 1. razred http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/
2015-SS-skolsko-1234-zad+1j/2015-SS-skolsko- A-1234-rj.pdf

Opéinsko 1994 1. razred - 4 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1994/
1994-SS-ope-1234-zad+1j/1994-SS-ope-1234-zad %2Brj.pdf

Op¢insko natjecanje 2004 SS1 4 http: //www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/
2004-SS-opc-1234-zad+rj/2004-SS-opc-1234-zad %2Brj.pdf

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2018, SS2 A 4 http:/ /www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/
zadaci/2018/2018-SS-skolsko-1234-zad+rj/2018-SS-skolsko- A-1234-rj.pdf

Zupanijsko 2004. 2. razred http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/
2004-SS-zup-1234-zad+rj/2004-SS-zup-1234-zad %2Brj.pdf

Drzzavno 2013. 1. razred -1 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike /zadaci/2013/
2013-SS-drz-1234-zad+1j/2013-SS-drz-1234- A-rj.pdf

Zupanijsko natjecanje 2014 SS1 3 http://www.antonija-horvatek.from.hr /natjecanja-iz-matematike /zadaci/
2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad-+rj/2014-SS-zupanijsko- A-1234-rj.pdf

primijenimo AG nejednakost na lijevu stranu, dobivamo jedina rjesenja su (1,1,1),(1,-1,-1),(-1,1,-1),(-1,-1,1)

Zupanijsko natjecanje 2000 SS1 3 http: //www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/
2000/2000-SS-zup-1234-zad+rj/2000-SS-zup-1234-zad %2Brj.pdf

Zupanijsko natjecanje 1998 SS1 2 https://www.skoljka.org/solution/2217/
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-OS-zupanijsko-45678-zad+rj/2014-OS-zupanijsko-8-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-skolsko-1234-zad+rj/2015-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2015/2015-SS-skolsko-1234-zad+rj/2015-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1994/1994-SS-opc-1234-zad+rj/1994-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1994/1994-SS-opc-1234-zad+rj/1994-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/2004-SS-opc-1234-zad+rj/2004-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/2004-SS-opc-1234-zad+rj/2004-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-skolsko-1234-zad+rj/2018-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2018/2018-SS-skolsko-1234-zad+rj/2018-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/2004-SS-zup-1234-zad+rj/2004-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2004/2004-SS-zup-1234-zad+rj/2004-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2013/2013-SS-drz-1234-zad+rj/2013-SS-drz-1234-A-rj.pdf
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2000/2000-SS-zup-1234-zad+rj/2000-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2000/2000-SS-zup-1234-zad+rj/2000-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
https://www.skoljka.org/solution/2217/

