Fantomske tocke

S 7 Seniorska,
grupa Petar Nizié-Nikolac

Predavanja subotom 3 Mladi nadareni matematicari
Osijek, sezona 2019./2020. 14. prosinca 2019. »Marin Getaldié”

@ mnm.hr n Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldi¢” @ matematicari.mnm

Uvod

Znacenje. fantom (gré. gavtaopo: pojava, prividenje) -

1. Sablast, prikaza, prividenje, utvara, avet. Cesto naziv i za stvarni, ali neidentificirani predmet, pojavu, osobu
(osobito zlo¢inca).

2. U medicini, vrsta lutke i umjetno izradeni dio tijela, na kojem se vjezbaju operacije, napose porodajne.

Ideja. Pretpostavimo da je tocka T zadana kao presjek krivulja (krivulja je ovdje bilo koji geometrijski jednodi-
menzionalni objekt poput pravca, kruznice, konike itd.) C; i Ca te je potretno dokazati da lezi na Cs. Ukoliko ”biti
na Cy i C3” pruza mnogo vise lijepih svojstava nego biti "biti na C; i C2”, primjenit ¢emo tehniku fantomiranja
tocke koja se sastoji od sljede¢ih koraka:

1. Definirajmo tocku T” koja lezi na presjeku Cy i C3 uz neki uvjet P koji ujedno i T zadovoljava (i taj presjek
mora postojati).

2. Pokazimo da T lezi na C; (mozda koristimo uvjet P).

3. Zaklju¢imo da je onda T =T" (jer je T' € C; NC2 NP, te dodatno moramo dokazati da je presjek C; NCa NP
jedinstven), te je zbog toga T € C3 (jer je T' € Cs).

Uoc¢imo da je s logicke strane

e obavezno postojanje u prvom koraku jer ukoliko presjek ne postoji, iz samog definiranja odmah dolazimo u
kontradikciju iz ¢ega sve slijedi (ex falso quodlibet). Protuprimjer u ravnini R2:
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e obavezna jedinstvenost uz uvjet P u tre¢em koraku jer ukoliko presjek C; N Cy nije jedinstven, ne mozemo
garantirati da je T = T’. Protuprimjer u ravnini R?:
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e nije obavezno koristenje uvjeta P u drugom koraku jer nam je jedino bitno da dokaZemo da je T' € C; Sto je
mozda moguce i neovisno od P, na primjer ako su Cs i C3 neparalelni pravci.

Pouka. Postoje zadaci koje se ne mogu rjesiti bez fantomiranja (ili je samo nemjerljivo teze), za koje je ova teh-
nika naprosto krucijalna, no takvih je vrlo malo. Vecina zadataka je zapravo jednako teska rjesavati normalnim
poretkom argumenata, dakle od pretpostavke do zakljucka bez ikakvih reverznih trikova poput kontradikcije ili fan-
tomiranja. Svejedno, tehnika se pokazuje izrazito jakom jer daje jako dobru intuiciju koji je predzadnji argument u
nasem dokazu, sto je vrlo ¢esto najtezi korak u rjesenju. Razlog tomu je jer se kre¢emo za besplatno s cilja unatrag
¢ime otkrivamo stvari koje bismo tek trebali dokazati sto je korisno u usmjerevanju. Nesto slicno tome su izreke
”indukcija nista ne kosta” ili "pretpostavka minimalnosti nista ne kosta” koje Cesto koristimo kada se susretnemo
sa kombinatornim zadatcima.

Primjer. Pokazat ¢emo jedan primjer kako bismo konkretizirali ovu metodu. Neka je ABC' trokut s [AB| # |AC].
Dokazi da se simetrala unutarnjeg kuta ZC'AB i simetrale stranice BC' sijeku na opisanoj kruznici trokuta ABC.



Postavimo:
e (C; = simetrala unutarnjeg kuta ZCAB
e Cy = simetrala stranice BC
e (3 = opisana kruznica trokuta ABC
e P = suprotna strana od A u odnosu na pravac BC

Slijedimo korake:

1. Definirajmo tocku 7" koja lezi na presjeku simetrale
stranice BC' i opisane kruznice trokuta ABC, i to
na kracem luku BC' (ocito postoji).

2. Kako je O isto na simetrali stranice BC', imamo

/T'AB = %AT/OB = iéCOB = %ACAB

te je stoga T' na simetrali unutarnjeg kuta ZC AB.

3. Kako je |AB| # |AC|, simetrala unutarnjeg kuta
ZCAB i simetrala stranice BC imaju jedinstven
presjek (onda je i pod uvjetom jedinstven), pa je
T = T'. Stoga je T na opisanoj kruznici trokuta
ABC.

Laksi zadaci
1. U trokutu ABC, neka je O srediSte opisane kruznice, H ortocentar, a M poloviste stranice BC'.

(a) Dokazi da se AO i M H sijeku na opisanoj kruznici trokuta ABC.

(b) Dokazi da se opisana kruznica trokuta ABC i pravac M H sijeku na kruznici s promjerom AH.

2. Neka je C'H visina siljastokutnog trokuta ABC, a tocka O srediSte njemu opisane kruznice. Ako je T noziste
okomice iz tocke C' na pravac AQ, dokazi da pravac T H prolazi polovistem duzine BC.

3. U jednakokraénom trokutu ABC' vrijedi |AB| = |AC| i ZBAC < 60°. Neka je tocka D na duzini AC takva
da je ZDBC = /BAC, neka je E sjeciste simetrale duzine BD i paralele s BC kroz tocku A. Dokazi da su
pravci BE i AC' paralelni.

Tezi zadaci

4. Neka je ABC siljastokutni trokut takav da je [BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijete stranicu BC u tocki
P, a pravac AC u tocki Q. Tocka R je noziste okomice iz totke P na stranicu AC, a tocka S je noziste
okomice iz tocke ) na pravac BC'. Dokazi da pravac RS raspolavlja duzinu AB.

5. Dan je trokut ABC. Kruznica k izvana dodiruje stranicu BC u tocki K te produZetke stranica AB i AC
preko tocaka B i C' redom u tockama L i M. Kruznica s promjerom BC sije¢e duzinu LM u tockama P i @)
tako da tocka P lezi izmedu L i Q. Dokazi da se pravci BP i C'Q sijeku u sredistu kruznice k.

6. Dan je siljastokutni trokut ABC u kojem vrijedi |AB| > |AC|. Neka je O srediste kruznice opisane tom
trokutu, a OQ promjer kruznice opisane trokutu BOC. Pravac paralelan s pravcem BC kroz A sijece pravac
CQ u tocki M, a pravac paralelan s pravcem C@Q kroz A sijece pravac BC u tocki N. Neka je T presjek
pravaca AQ i M N. Dokazi da tocka T lezi na kruznici opisanoj trokutu BOC.

Zadatak s IMOa

7. Neka su P i @ na stranici BC §iljastokutnog trokuta ABC tako da je ZPAB = /BCA i LCAQ = LABC.
Tocke M i N su na pravcima AP i AQ, redom, tako da je P poloviste AM i Q poloviste AN. Dokazi da je
presjek BM i C'N na opisanoj kruznici trokuta ABC'.



