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Uvod

Neka su a,b € Z, n € N. Kazemo da je broj a kongruentan broju b modulo n ako vrijedi n | a — b (Gitaj: n dijeli
razliku a i b). To piSemo kao a = b (mod n). Na primjer:

e 7=1 (mod 2)

e 9

4= -1 (mod 5)
e 15= =3 (mod 6)

Mozemo zakljuciti: a je kongruentan b modulo n ako i samo ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju sa n.

Osnovna svojstva kongruencija slijede direktno iz svojstava djeljivosti. Za a,b,c,d € Z i n € N vrijedi sljedece:

(mod n) = a+c=b+d (mod n)
(mod n) = ac = bd (mod n)
= a* =bF (mod n) za k € N

e ac =be (mod n)iged(e,n) =1= a=>b (mod n); opéenitije, ac = be (mod n) = a =b (mod m)

Zagrijavanje

Ovi zadaci sluze za dokazivanje nekih osnovnih tvrdnji koje se koriste u zadatcima. Ako ste ih veé vidjeli, slo-
bodno preskocite.

1. Dokazi da kvadrat cijelog broja daje ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju s 3/pri dijeljenju s 4.
2. DokazidazabeNike N, bF =1ili —1 (mod b+ 1).
3. Dokazi da je svaki prost broj ve¢i od 3 oblika 6k + 1 ili 6k — 1, k € N.
4. Dokazi da kub cijelog broja daje ostatak 0,1 ili 6 pri dijeljenju sa 7.
Laksi zadaci
5. Za koje x € Z vrijedi 2z +3 =4 (mod 7)7

6. Pokazi da 4 ne dijeli n? + 2n — 1 za sve prirodne brojeve n.

54 (—1)"
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8. Nadi sve proste brojeve p za koje su 2p + 1 i1 4p + 1 isto prosti.

7. Dokazite da niti jedan ¢lan niza a, = 4" + nije kvadrat prirodnog broja.



9. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da 6 | @ + b+ ¢. Dokazi da 6 | a® + b® + 2.
10. Odredi posljednjih 2019 znamenki broja 22919 . 52018 . 92017,
11. Nadi sve z,y € Z takve da je 1522 — 7y = 1.
12. Dokazi da 13 | 21279 — 54n+l 753 n € N.

13. Nadi sve prirodne brojeve n i m takve da je n? — 7m? = 28.

Tezi zadaci

2a°—5b%—1

14. Nadi sve n € Z za koje postoje cijeli brojevi a i b takvi da je n = B

15. Nadi sve proste brojeve p, ¢, r takve da je p?? 4 ¢? = r.

16. Dokazi da ne postoje prirodni brojevi m i n takvi da je 3™ + 3™ + 1 kvadrat prirodnog broja.
17. Nadi sve proste brojeve p i ¢ takve da je p? — 2¢% = 1.

18. Nadi sve prirodne brojeve n takve da je n™ — 3 djeljivo s 10.

19. Akosuzan € N 2n 411 3n+ 1 kvadrati prirodnih brojeva, dokazi da je n dijeljiv s 40.

20. Neka je x =1+ 22+ 33 4+ ... + 1983983, Dokazi da x nije oblika m* za m,k € Nik > 3.



Hintovi

1. a=b (mod n) = a* =b* (mod n) za k € N

2. b+ Db—(-1)=b=? (mod b+ 1)

3. Moze li neki prost broj biti oblika 6k + 27 A 6k + 3 ili 6k + 47

4. a=b (mod n) = a* =bv* (mod n) za k € N

5. ged(2,7) =1 pa probajte dobiti na desnoj strani nesto djeljivo s 2.
6. Sto ako je n paran, a Sto ako je neparan? Rastavi na slucajeve.

7. w ima dvije moguce vrijednosti. Prisjetite se tvrdnje 1. zadatka.
8. Modulo 3.

9. Jeliz =2 (mod 2) za svaki x € Z? A z = 23 (mod 3) ?

10. 22019 52018 . 2017 — 9. 92017 . 12018 Prigjetite se tvrdnje 2. zadatka.

11. Modulo 3. Prisjetite se 1. zadatka.

12. 212049 — 93(4n+3) — (93)4n+3,

13. 7281 7|7m?...

14. Zadatak je ekvivalentan s 7n + 1 = 2a3 — 5b3. Sto onda zaklju¢ujemo o 2a® — 5b3?

15. Promatrajte parnost brojeva p, q, .

16. Modulo 8.

17. 3. zadatak

18. Ovisno o n (mod 10), koje su mogucée vrijednosti n” (mod 10)?

19. Djeljivost s 40 <= djeljivost s 5 i8. Koji su kvadratni ostatci modulo 5 i 87

20. n™ (mod 4) i (mod 8)



Rjesenja

10.
11.

12.

13.

14.

15.

. Svaki prirodan broj n moze davati ostatak 0,1 ili 2 pri dijeljenju s 3, odnosno zapisano pomoc¢u kongruencija:

n=0,1ili 2 (mod 3). Znamo da a = b (mod c) = a* = b* (mod ¢) za svaki k € N pa je n? = 02,12 ili 22
(mod 3), odnosno n? = 0,1 ili 4 (mod 3). Medutim, kako je 4 =1 (mod 3), onda je n?> = 01ili 1 (mod 3). Na
identi¢an nac¢in dobivamo da je n? = 0,1,4 ili 9 (mod 4), a kako je 4 =0 (mod 4) i 9 =1 (mod 4), znaci da
jen?=0ili 1 (mod 4), §to smo i trebali pokazati.

. Kako je b = —1 (mod b+ 1), slijedi b* = (=1)¥ (mod b+ 1). (—1)* moze poprimiti samo vrijednosti 1 ili —1,

ovisno o parnosti broja k.

. Rjesenje s math.stackexchange.com
. Identican postupak kao i u prvom zadatku.

.2x4+3=4 (mod7) = 2z =1=8 (mod 7) = z =4 (mod 7), a zadnji korak smijemo napraviti jer su 2

i 7 relativno prosti.

. Ako je n paran n? 4+ 2n — 1 je neparan pa nije djeljiv s 4.

Ako je n neparan, tada je n = —1, 1 (mod 4), paje n?+2n—1= (=12 +2-(-1) — 1 = -2 (mod 4) ili
n?+2n—-1=124+2-1—1=2 (mod 4), u oba slu¢aja opet nije djeljivo s 4.

[ 4"+3 zan=0 (mod 2);
TV A 4+2 zan=1 (mod 2).

Buduéi da su jedini kvadratni ostaci modulo 4 jednaki 1 ili 0, zaklju¢ujemo da se u nizu ne nalazi niti jedan
potpun kvadrat.

. Akojep=1 (mod 3),2p+1=2+1=3=0 (mod 3), odnosno 2p + 1 je slozen broj. Ako je p =2 (mod 3),

dp+1=8+1=9=0 (mod 3), odnosno 4p + 1 je slozen broj. Preostaje nam samo slu¢aj p =0 (mod 3), a
s obzirom da je p prost broj, p = 3 je jedina moguénost. 2p + 1 je tada 7, a 4p 4+ 1 je 13 i to su oboje prosti
brojevi pa je p = 3 jedino rjesenje.

. Uoéavanje 3 = 2 (mod 2) i 22 =z (mod 3) = 2% =z (mod 6), Vz € N, iz ¢ega slijedi tvrdnja zadatka.

Op¢insko 2019. - 3. razred, 3. zadatak

Promatramo jednadzbu modulo 3. 1522 =0 (mod 3), 1 =1 (mod 3) paje 74> =0—1= —1 =2 (mod 3).
Kako je 7 = 1 (mod 3), slijedi y?> = 2 (mod 3) §to je nemoguée. Dakle, jednadzba nema rjesenja u cijelim
brojevima.

212n+9 — 23(4n+3) — 84n+3 = (_5)4n+3 = _(5)4n+3 (mod 13)
212n+9 _ 54n+1 = _(5)4n+3 _ 54n+1 = _(5)4n+1 (25 + 1) =0 (mod 13)

7|7Tm?i7]|28paT|n?=T7|n Nekajen = Tk, k € N. Dijeljenjem pocetne jednadzbe sa 7 dobivamo
7k%* —m? = 4. Kako je 7Tk? =7 (mod 7), zakljuéujemo m? =7 — 4 = 3 (mod 7). Medutim, kvadratni ostatci
(mod 7) su 1,2,4 pa ova jednadZba nema rjeSenja u prirodnim brojevima.

Ovaj izraz se moze preoblikovati u 7n + 1 = 2a® — 5b3, odnosno 2a® — 56> = 1 (mod 7). Nadalje, 2a® — 5b® =
2a3 — 563 4+ 7% (mod 7) = 2a3 — 5b% = 243+ 2b% (mod 7) = 2(a®+b3%) =1 (mod 7). Kako je z® = 0,1 ili —1
(mod 7) za svaki x € Z, slijedi 2(a®+b3) = 0,2,3,41li 5 (mod 7), odnosno 2(a®+ b3) ne moze biti 1 (mod 7).
Zakljucujemo da ne postoji n iz zadatka.

Uvrstavanjem vidimo da p = ¢ = 2 nije rjeSenje i da je » > 4. Pretpostavimo da su i p i ¢ neparni: tada je
p24 + ¢?P parno, odnosno 7 je paran, prost broj veéi od 4 - kontradikcija. Znaci da je ili p ili ¢ paran, ali s
obzirom da su oba broja prosta i znamo da p = ¢ = 2 nije rjeSenje, tocno jedan od ta dva broja je jednak 2.
Bez smanjenja opcenitosti, neka je p = 2 jer je jednadzba simetri¢na po pitanju p i ¢ (ako je (p,q) rjeSenje
onda je i (g,p)). Pocetna jednadzba onda postaje

229 gt =r =494 ¢t =7


https://math.stackexchange.com/questions/150952/proving-all-primes-are-1-or-1-modulo-6
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad+rj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
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Nadalje, promotrimo ovaj izraz modulo 5. Kako je 4 = —1 (mod 5), 47 daje ostatak 1 ili —1 pri dijeljenju s
5, ovisno o parnosti broja ¢ (-1 ako je ¢ neparan, a 1 ako je ¢ paran). Kako smo zakljucili da je ¢ neparan,
znadi da 47 daje ostatak —1 pri dijeljenju s 5. S druge strane, ¢* daje ostatak 1 ili 0 pri dijeljenju s 5, jer je
14 =2*=3*=4% =1 (mod 5). Sada razlikujemo dva slucaja:

1. slucaj: ¢* je dijeljiv s 5. Kako je g prost broj, a ¢* je djeljivo s 5 ako i samo ako je ¢ dijeljiv s 5, je-
dina moguénost je ¢ = 5. Preostaje provijeriti je li 4° 4+ 5% = 1649 prost broj. Kako je 1649 = 17 - 97, ovaj
slu¢aj nema rjesenja.

2. slucaj: ¢* daje ostatak 1 pri dijeljenju s 5. Kako 49 daje ostatak —1 pri dijeljenjus 5,49 +¢* = -14+1=0
(mod 5), odnosno r je dijeljiv s 5. S obzirom da je r prost broj, r = 5 je jedina mogu¢nost. Medutim,
jednadzba 49 4 ¢* = 5 nema rjesenje u prostim brojevima jer ¢ = 1 nije prost broj.

Zakljuéujemo da ne postoje prosti brojevi p, g, takvi da je p?? 4+ ¢%° = r.

Drzavno 2014. - 2. razred 3. zadatak

Za sve p,q > 3, p = 11ili —1 (mod 6) pa je p> = 1 (mod 6), isto tako je ¢> = 1 (mod 6) pa je p? — 2¢> =
1—-2=-1=5 (mod 6), a kako je desna strana jednadzbe 1 (mod 6), jednadzba nema rjesenja za p,q > 3.
Preostaje provieriti g =2,3ip=2,3. Zag=2jep’=14+8=9=p=3,azaqg=31ip=2 nema rjesenja
(za p = 3 dobivamo veé¢ nadeno rjeSenje g = 2). Dakle, jedino rjesenje je (p,q) = (3,2).

Op¢insko 2016. - 3. razred, 7. zadatak

2n + 1 je neparan kvadrat pa je 2n+1 =1 (mod 4), odnosno n je paran broj. Iz tog slijedi da je 3n + 1 isto
neparan kvadrat pa je 3n +1 =1 (mod 8), odnosno n je djeljiv s 8.

Preostaje jos dokazati da je n djeljiv s 5. Uocimo da su kvadrati cijelih brojeva kongruentni 0,1 ili 4 (mod 5),
te pretpostavimo da n nije djeljiv s 5. Tada postoje 4 moguénosti:

n=1 (mod 5) = 2n+1=3 (mod 5) (nije kvadrat)

n=2 (mod 5)=3n+1=7=2 (mod 5) (nije kvadrat)

n=3 (mod 5)=2n+1=7=2 (mod 5) (nije kvadrat)

n=4 (mod 5) = 3n+1=13=3 (mod 5) (nije kvadrat)

Zakljucujemo da je n djeljiv s 5 pa je n djeljiv s 5-8 = 40.

Promatrajmo = (mod 4). Primjetimo da (4k + 1)*+1 = 1%+1 = 1 (mod 4), (2k)?* = 0 (mod 4) i (4k +
3)H+3 = (—1)*+3 = —1 (mod 4) paje 1 +22+ 32+ .. +19831983 =1+ 0+ (1) +0+1+..+(-1) =0
(mod 4), odnosno 4 | .

Pretpostavimo da je * = m* za k > 3. Ako 4 | m*, zbog donje granice na k nuzno i 8 | m* (preciznije,
minimalno 2* | m*). Za sve parne brojeve n > 2, n® = 0 (mod 8) (jer se faktor 2 pojavljuje barem 3 puta).
Zan = 2k + 1, n® = n?**1 = (n¥)2 . n, a kako kvadrati neparnih brojeva daju ostatak 1 pri dijeljenju s 8,
slijedi n® = 12-n =n (mod 8)). Zato je

= 14224334, 41983'9%% = 14224 34-0+54...4+1981+041983 = 44 (14+3+5+...4+1983) = 449922 =4 (mod 8)

odnosno z nije djeljiv s 8, §to je kontradikcija s nasom pretpostavkom. Dakle, z nije oblika m* za m,k € N i
k> 3.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-skolsko-1234-zad+rj/2016-SS-skolsko-A-1234-rj-ispravljeno.pdf

