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Uvod

U ovom predavanju ¢emo rijesiti hrpu zadatak iz svakog podruéja da se zagrijemo za nadolazetu godinu natjecanja.

Samo za napomenu A-algebra, N-teorija brojeva, G-geometrija, C-kombinatorika.

Zadaci iz svake kategorije su sortirani po tezini.

Al. Ako za a,b,c € R vrijedi a® + b? + ¢ = 1. Odredi maksimum izraza

ab 4+ bc + ca.
A2. Rijesite sustav jednadzbi u R az x,y,:

(x+y)’ =2

(y+2)P°=u

(+2)° =y

A3. Dani su a,b,c € Ry vrijedi a + b+ ¢ = 3. Odredi minimum izraza

a

bc  ac ab’

3 b3 CS

A4. Dokazi nejednakost za a,b,c € Ry:

2(a®>+b*+c%)  9a+b+c)? > 33
abe (a2 4+ b2+ %) —

A5. Dokazi nejedankost za sve a,b,c,d € R:

2|ad — be|

Vet e + 0+ 0+ T

, > Va2 + 02+ V2 +d?

N1. Dokazi da za sve proste brojeve p > 3 broj p? + 11 ima barem 6 razlicitih dijelitelja.
N2. Odredi sve cijele brojeve m i n za koje vrijedi m?® + n? = (m + n)?.

N3. Odredi sve parove prirodnih brojeva x,y t.d.:
vy’ +y+ T2’y +a+y

N4. Dan je skup S i prosti broj p, € S ako vrijedi (p — 2?)|2? i 22 < p. Dokazi da postoje a,b € S t.d. alb.
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Dan je niz prirodnih brojeva a1, as, ..., a, takvih da su svi manji od 1000 i svaki par a; i a; (¢ # j) ima najveéi
zajednicki visekratnik veéi od 1000. Dokazi:

Dan je AABC sa opisanom kruznicom k. Dokazi da se unutranja i vanjska simetrala kuta iz vrha A zajedno
s simetralom stranice BC' sijeku na k.

Neka je dan AABC i neka je tocka P na kruznici opisanoj tom trokutu. Dokazi da nozista visina iz P na
stranice ABC leze na istom pravcu.

Dan je konveksan ¢etverokut ABCD tako da vrijedi ZCBD = 2/ADB, /ABD =2/CDB i |AB| = |CB].
Dokazi da je |AD| = |CD|.

Dan je raznostranican AABC sa sredistem opisane O. Unutarnja simetrala kuta ZBAC sijete BC u D. Neka
je E preslika D preko polovista BC. Pravci kroz D i E okomite na BC sijeku AO u X i Y redom. Dokazi
da je BXCY tetivan ¢etverokut.

Dan je AABC sa opisanom kruznicom 2 i srediStem upisane kruznice I. Neka pravac koji prolazi kroz [
okomit na CT sijece BC' i manji luk BC u tockama U i V redom. Neka pravac koji prolazi kroz U i paralelan
je s Al sijece AV u X i neka pravac kroz V paralelan sa Al sijete AB uY. Neka su W i Z polovista AX i
BC redom. Dokazi da ako su I, X i Y kolinearne, onda su i I, W i Z kolinearne.

Neka u zatvoru ima 100 celija sa brojevima od 1 do 100 na sebi. Svaki put kada se klikne crveni gumb neke
Celije se otvore. Ako je gumb pritisnut k& puta otvoriti ¢e se sve ¢elije koje su visekratnici broja k. Koliko
¢elija je otvoreno nakon sto je gumb pritisnut 100 puta.

Dokazite da svaki poliedar ima barem 2 stranice s jednakim brojem vrhova.

Nad zadanim mnogokutom u ravnini dopustena je sljedeta operacija: odrezemo dio mnogokuta, zrcalimo ga
te ga slijepimo nazad po istoj stranici po kojoj smo ga odrezali. Mozemo li, pocevsi od jednakostrani¢nog
trokuta, do¢i do kvadrata?

Dan i Mrav igraju igru. Na velikom stolu svaki od njih stavalja redom po jedan novci¢. Novcici su svi iste
veli¢ine. Gubitnik igre je onaj koji nemoze vise staviti nov¢i¢ na stol. Ako Dan prvi igra tko dobiva.

Promotrimo konveksan mnogokut s n vrhova, n > 4. Na proizvoljan nacin dijelimo mnogokut na trokut
¢iji vrhovi su vrhovi mnogokuta tako da nikoja dva trokuta nemaju zajednickih unutrasnjih toc¢aka. Trokute
kojima su dvije stranice ujedno i stranice mnogokuta bojimo u crno, one kojima je jedna stranica ujedno i
stranica mnogokuta u crveno, a one kojima nijedna stranica nije stranica mnogokuta u bijelo. Dokazi da je
crnih trokuta za dva vise nego bijelih.



Rjesenja
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Primjetimo da je
a2+ b2+ c2>ab+be+ac
<
2a2 + 2b% + 2¢2 > 2ab + 2be + 2ac

—
(@a—b)2+b—-c)*+(c—a)?>0

Sto vrijedi jer je bilokoji kvadrat veé¢i od 0. Dakle maximalna vrijedost je 1 i postize se za a =b=c =

“l%

Rijesenje Zadatak 6.

Rijesenje Kanadsko drzavno 2002.

Rijesenje Iz ”inequalities from the word 1995-2005” Zadatak 145.
Rijesenje Iz ”inequalities from the word 1995-2005” Zadatak 41.

Primjetimo da je p neaprana i ve¢i od 3 pa nije dijeljiv s 3. Opcée je poznato da kvadrati pri dijeljenu s 3 i 4
daju ostatak 1. Dakle 11 + 1 = 12, a 12 je dijeljivo s 3 i s 4 dakle 3i 4 dijeli p? + 11, pa su njegovi dijelitelji
1,2,3,4,6 i p?> + 11 jer je on veéi od svih ostalih. Dakle nagli smo ih 6 razli¢itih.

Trivilano rijesenje je m = —n, predpostavimo m # —n, sada faktorizirajmo i dobivamo

2

m?® +n% = (m+n)(m? —mn+n?) = (m+n)? <= m?—mn-+n®>=m+n.

Sada primjetimo da je m? > m dakle m?> —mn+n?=m+n>m+n—mn < mn > 0.
Dakle m,n < 0ili m,n > 0.

Ako m,n < 0Oonda m+mn=m
m=n=0.

2 2

—mn +n? <0, no m?> —mn +n? > mn > 0, pa je tu jedino rijeSenje

Ako m,n > 0, predpostavimo m > n, tada imamo 0 < (m —n)? = m? —2mn +n? =n+m —mn

Sada m + n > mn, no lako se vidi da ovo ne vrijedi ako je m > 2, dakle jedina rijeSenja su (m,n) =
(k,—k),(m,n) =(2,1) 1 (m,n) = (1,2).

Rijesenje IMO 1998 P4.

Neka je k € N takav da k? < p < (k + 1)?, dakle p — k? je najmanji element u S.

Ako p — k? = 1, buduéi da je p > 5, to mora biti nepran prost broj, dakle k je paran. Tada neka je
a=p—(k—1)2=2kib=p—12 = k2. Zbog toga §to je k paran slijedi 2k|k* odnosno alb.

Ako pak p — k? # 1, neka je a = p — k2. Bududi da je k* = p (mod a), takoder imamo (k — a)? = p (mod a).
Slijedi
alp — (k —a)? i alp — (a — k)?
Jos je ostalo pokazati da je ilip — (k —a)? € Silip — (a — k)% € S.
Ako je k > a, znamo da je k — a prirodan i takoder k? < p dakle (k—a)? < k> <pdakleb=p—(k—a)? € S.
Ako je a =k onda je k = p — k? <= p = k(k+ 1) $to je nemoguce.
Ako je pak a > k onda je a — k prirodan, takoder znamo a =p —k? < (k+1)2 —k?> =2k +1 — a < 2k
Ako je a = 2k onda je 2k = p — k? <= p = k(k + 2) $to je nemogude
Dakle a < 2k, no onda je a —k < k — (a — k)* < k* < p $to znadi da je b=p — (a — k) € S ¢ime je zadatak

zavrsen.

Rijesenje Ruska matematicka olimpijada 1951.
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Rijesenje Za vanjsku simetralu samo iskoristimo ¢injenicu da se unutranja i vanjska simetrala sijeku pod
kutom od 90°.

Rijesenje Simsonov pravac.

Rijesenje Kanadsko drzavno 2000. P4
Rijesenje IMO shortlist 2012. G4
Rijesenje IMO Shortlist 2014. G7

Primjetimo da su to vrata s nepranim brojem dijelitelja, lako je vidjeti da su to kvadrati prirodnih brojeva,
dakle rijedenje je broj kvadrata od 1 do 100.

Rijesenje 9. zadatak.

Primjetimo da ovim postupkom povrsina i opseg novonastalog lika ostaje ne promjenjena. Laganom provjerom
dolazimo do zakljucka je da je iz jednakokracnog trokuta nemoguée doc¢i do kvadrata.

Prvi igrac stavlja nov¢i¢ na sredinu stola, tada on moze s obzirom na taj nov¢i¢ uvijek zrcaliti poteze drugog
igraCa s obzirom na srednji nov¢i¢. Drugim rije¢ima prvi igra¢ uvijek moze napraviti potez sto znaci da drugi
igra¢ uvijek gubi.

Rijesenje JMBO 2004. P4
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