Tetivni Cetverokuti

® 6 O
2= mm
grupa Lucija Reli¢

Predavanja subotom Mladi nadareni matematicari
sezona 2020./2021. 14.11.2020. "Marin Getaldié¢”

@g mnm.hr n MIladi nadareni matematic¢ari "Marin Getaldié” @ matematicari.mnm

Uvod

Tetivni su ¢etverokuti vrlo ¢esto koristan alat za rjesavanje geometrijskih zadataka na natjecanjima i zato je dobro
nauciti prepoznati ih u zadacima i znati primijeniti njihova svojstva. Prije nego Sto se upoznamo s njima prisjetimo
se nekih pojmova i teorema.

Teorem o obodnom i srediSnjem kutu. Sredisnji kut nad tetivom kruznice dvostruko je ve¢i od obodnog kuta
nad tom istom tetivom.

Posljedice:
¢ Obodni kutevi nad istom tetivom su jednaki.
o (Talesov teorem) Obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.

Teorem (o kutu izmedu tangente i tetive) Kut izmedu tetive kruznice i tangente na tu kruznicu u jednoj od
krajnjih tocaka tetive jednak je obodnom kutu nad tom tetivom.

Korisno je znati i sljedece ¢injenice vezane uz karakteristicne tocke trokuta:
e Sve 3 simetrale stranica trokuta sijeku se u istoj tocki (srediste trokutu opisane kruznice O).
e Sve 3 simetrale unutarnjih kuteva trokuta sijeku se u istoj tocki (srediSte trokutu upisane kruznice I).
e Visine u trokutu sijeku se u istoj tocki (ortocentar trokuta H).
o Tezisnica trokuta spaja vrh s polovistem nasuprotne stranice. TeZiSnice trokuta sijeku se u istoj tocki (teziste
trokuta T ili G) koja dijeli svaku teziSnicu u omjeru 2 : 1 gledajuéi od vrha.

Primjer 1. Dokazimo Teorem o kutu izmedu tangente i tetive.

Rjesenje. Promatramo kruznicu k i njenu tetivu AB te tangentu ¢ na kruznicu k u tocki B. Neka je S srediste
kruznice k i C neka toc¢ka na kruznici razlicita od A i B. Vidimo da tocka C odreduje obodni kut nad tetivom AB.

Oznacimo [ZACB| = v. Po teoremu o obodnom i sredisnjem kutu dobivamo da je |[ZASB| = 2y. Buduéi da
je trokut AABS jednakokracan, vrijedi |[ZABS| = 90° — v, a jer je kut izmedu polumjera SB i tangente pravi
dobivamo da je kut izmedu tangente i tetive jednak ~. O
Vrijeme je da napokon predstavimo i tetivne Cetverokute i njihova svojstva.

Definicija. Tetivni ¢etverokut je cetverokut kojemu se moze opisati kruznica.

Karakterizacije (tetivni cCetverokuti imaju ova svojstva, ali vrijedi i obrat, Cetverokut za koji vrijedi neko od
navedenth svojstava je tetivan):

e zbroj nasuprotnih kuteva je 180°
« simetrale stranica ¢etverokuta sijeku se u jednoj tocki (ta tocka je onda srediste opisane kruznice)
o U ¢cetverokutu ABCD vrijedi neka od ovih jednakosti kuteva (a ako vrijedi neka, vrijedi i svaka):

e |ZABD| =|/ACD)|
e |Z/ADB|=|/ACB]



o |/BAC| = |/BDC|
e |/CAD| = |/CBD|

o (Ptolomejev poucak) U cetverokutu ABCD vrijedi |AC| - |BD| = |AB|-|CD|+ |BC|-|AD|.

Korisne tehnike pri rjesavanju zadataka:
e angle chase, odrediti sto vise veli¢ina kuteva

¢ docrtavanje pravaca, tako se mogu pronaci neki sukladni obodni kutevi $to moze pomocéi prepoznati tetivni
Cetverokut (takoder, docrtavanje dijagonala u tetivnom Cetverkutu generira puno sukladnih kuteva)

e zbog prve karaktertizacije tetivnih ¢etverokuta znamo da je ¢etverokut s nasuprotnim pravim kutevima tetivan
e kad god se pojave kruznice ima smisla potraziti tetivan cetverokut
Prije nego s$to prijedemo na zadatke rijesimo jos nekoliko primjera.
Primjer 2. Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC' te neka su D i E noziSta okomica iz tocke I na
stranice BC' i AC' tim redom. Dokazite da je ¢etverokut IECD tetivan.

Rjesenje. Stranice trokuta zapravo su tangente na upisanu kruznicu, pa su kutevi [ZIEC| = [ZIDC| = 90°. Sada
vidimo da cetverokut IECD ima nasuprotne kuteve prave pa po karakterizaciji tetivnih cetverokuta zakljucujemo
da je cetverokut IECD tetivan. O

Primjer 3. Osnosimetricne slike ortocentra s obzirom na stranice trokuta leze na opisanoj kruznici tog trokuta.

Rjesenje. Neka je H ortocentar trokuta ABC i T njegova osnosimetri¢na slika u odnosu na AB. Dovoljno je
pokazati da je cetverokut AT BC tetivan. Oznac¢imo sa M, N i P redom noziSta visina na BC, AB i AC.

Neka je |ZACB| = v. Buduéi da je |[ZCPH| = |[ZCMH| = 90°, &etverokut CPHM je tetivan. U tetivnom
Cetverokutu zboj nasuprotnih kuteva je 180°, pa je |ZPHM| = 180° —~, a zbog toga je i |[ZAHB| = 180° —~ (vrsni
kutevi).

Toc¢ka T je osnosimetricna slika od H u odnosu na AB pa vrijedi AABH = ANABT. Zbog toga imamo
|ZATB| = |£AHB| = 180° — 7.

Sada smo dobili da je zbroj nasuprotnih kuteva u éetverokutu ATBC jednak 180° (|JZACB|+ |£ZAHB]| = 180°) pa
je cetverokut AT BC' tetivan. O

Laksi zadaci
1. To¢ke A, B, C, D i E leze tim redom na kruznici ¢iji je promjer AE. Odredite |Z/ABC| + |/CDE)|.

2. Jednakokraéni trokut ABC, |AB| = |AC|, upisan je u kruZnicu k Neka je D tocka na osnovici |BC| tog
trokuta, ki kruznica opisana trokutu ABD, i E tocka na kruznici k. Pretpostavimo da pravac AFE sijece
kruznicu k u tockama A i F' tako da I lezi izmedu A i E. Ako se pravci DE i BF sijeku u tocki G, dokazite
da vrijedi |EG| = |GF|.

3. Neka je ABCD cetverokut takav da je |AB| = |BC| = |CA| i ZCDA = 120°. Dokazite da je |BD| =
|AD| + |CD].

4. Dan je tetivni cetverokut ABCD. Simetrala duzine BC sijece AB u tocki E. KruZnica koja prolazi tockom
E, vrhom C' i polovistem F stranice BC' sijece C'D u tocki G. Dokazite da su pravci AD i FFG medusobno
okomiti.

Umjereni zadaci

5. Tocke E i F su redom polovista stranica CD i AD kvadrata ABCD. Pravci BE i CF sijeku se u tocki P.
Dokazite da je |AP| = |AB].



6. Dokazite da se simetrala unutarnjeg kuta trokuta i simetrala nasuprotne stranice sijeku na opisanoj kruznici
trokuta.

7. U trokutu ABC neka su noziSta visina iz B i C redom tocke D i E. Dokazite da je tangenta na opisanu
kruznicu trokuta ABC' u tocki A paralelna s pravcem DE.

8. Neka je ABC jednakokraé¢ni trokut s osnovicom BC. Simetrala kuta u vrhu B sijece krak AC u tocki P. Ako
kruZnica koja prolazi tockama B, C i P raspolavlja krak AB, odredite veli¢ine kutova trokuta ABC.

9. Dan je Siljastokutan trokut ABC U kojem vrijedi [AC| > |AB|, a tocka O je srediste opisane kruznice.
Simetrala kuta Z/C AB sijece stranicu BC u tocki D. Pravac okomit na pravac AD koji prolazi kroz tocku B
sijeCe pravac AO u tocki F. Dokazite da tocke A, B, D i E leze na istoj kruznici, tj. te tocke su konciklicke.

Tezi zadaci

10. Neka je ABC siljastokutni trokut takav da je |[BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijeCe stranicu BC u tocki
P, a pravac AC u tocki (). Tocka R je noziste okomice iz tocke P na stranicu AC, a tocka S je noziste
okomice iz tocke @ na pravac BC'. Dokazite da pravac RS raspolavlja duzinu AB.

11. Neka je C'H visina siljastokutnog trokuta ABC, a tocka O srediSte njemu opisane kruznice.Ako je T' noziste
okomice iz tocke C' na pravac AO, dokazite da pravac T'H prolazi polovistem duzine BC.

12. U trokutu ABC vrijedi [AB| < |BC| = |CA|. Totka M nalazi se na AB tako da je |AM| = 2|BM|. Neka je
F poloviste BC, te H na AF tako da su M H i AF medusobno okomiti. Dokazite da je ZBHF = ZABC.



Hintovi

10.

11.
12.

. Iskoristite prvu karakterizaciju tetivnih ¢etverokuta i Talesov teorem.

Tetivni ¢etverokut ABCF, obodni kutevi.
Iskoristiti Ptolomejev poucak.

Angle chase, obodni kutevi.

HINT 1: Uocavate li neke sukladne trokute? Pokusajte primijeniti SKS poucak o sukladnosti.
HINT 2: ABPF je tetivan.

Pokazite da sjeciste simetrale stranice i opisane kruznice lezi na simetrali nasuprotnog kuta. Koristiti obodne
kuteve (obodni kutevi nad istom tetivom su jednaki).

Dovoljno je pokazati da je kut izmedu tangente u A i AB jednak kutu ZAED.
Obodni kutevi nad tetivama iste duljine su jednaki. Iskoristite obodne kuteve.

Ekvivalentno je dokazati ZEAD = ZEBD.

HINT 1: Neka je M poloviste od AB. Treba pokazati da su to¢ke S, R i M kolinearne. To éemo pokazati
ako pokazemo /RSP = /MSP.
HINT 2: BQSM i PQSR su tetivni.

Pokazite da su AHPC i APH B jednakokraéni.

Spustite visinu na osnovicu i iskoristite svojstva tezista i srednjice.



Rjesenja

1.
2.
3.

10.
11.
12.

2016., op¢ 2A, 4.
2016., zup 3A, 3.

Uocimo da je trokut ABC jednakostranic¢an, pa je ZABC+ZADC = 60°4120° = 180°, tj. cetverokut ABC'D
je tetivan jer mu je zbroj nasuprotnih kuteva jednak 180°. Koriste¢i Ptolomejev poucak na taj cetverokut
dobijemo |AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD|, pa zbog |AB| = |BC| = |CA| vrijedi tvrdnja zadatka.

. 2011., dr# 1A, 4.

. Pokazat ¢emo da je ¢etverokut ABPF tetivan. Naime, po S-K-S poucku o sukladnosti je ABCE = ACDF,

pa je ZABP = 90° — ZCBE = /BEC = ZCFD = 180° — LAFP, sto povlali tetivnost. Nadalje, po
S-K-S poucku o sukladnosti vrijedi i ABAF = ACDF, pa je ZCFD = /BFA. Kako je ¢etverokut ABPF
tetivan, slijedi /BPA = /BF A, pa kada spojimo sve §to imamo vidimo da je /ZBPA = ZABP, zbog Cega je
|AP| = |AB].

. Neka je O srediSte opisane kruznice, P poloviste stranice AB i S sjeciste simetrale stranice AB (to je pravac

OP bududi da je srediSte opisane kruznice na simetrali stranice) sa opisanom kruznicom. Zelimo pokazati
LACS = ZLSCB.

Odmah vidimo da je Cetverokut ASBC tetivan. Buduéi da su LZACS i ZABS kutevi nad (istom) tetivom
AS, vrijedi ZACS = ZABS. Simetrala stranice okomita je na tu stranicu, pa po SK.S poudku o sukladnosti
trokuta znamo da su trokuti AASP i ABSP sukladni (SP je zajednitka stranica, |AP| = |PB| po definiciji
tocke P i kut izmedu njih je pravi). Iz toga slijedi ZABS = Z/BAS.

Sada opet primijenimo isti trik s obodnim kutevima, ovaj puta nad tetivom BS, i dobivamo ZSCB = ZSAB =
/ABS = ZACS, sto je i trebalo pokazati.

. Uo¢imo da je ZCDB = ZCEB = 90°, pa zakljuc¢ujemo da je ¢etverokut BCDFE tetivan. Tvrdnju zadatka

pokazat ¢emo ako pokazemo jednakost kuteva uz pravac koji bi bio transverzala. Pokazimo da je kut izmedu
tangente u A i AB jednak kutu ZAED.

Po teoremu o kutu izmedu tetive i tangente je kut izmedu tangente u tocki A i pravca AB jednak ZACB, sto je
obodni kut nad tetivom AB. Usto, jer je BCDE tetivan zakljuéujemo da je /DCB = 180°~/BED = /AED.
Sada zbog ZACB = ZAED slijedi tvrdnja zadatka.

. Oznag¢imo s M poloviste duzine AB, te neka je ZABC = f3. Cetverokut BCPM je tetivan, pa kako je pravac

BP simetrala kuta ZABC, vrijedi /ZPBM = /PBC = g, pa je |PM| = |PC| jer su obodni kutevi nad
tetivama iste duljine jednaki. Iz jednakosti obodnih kuteva imamo da je /Z/MPB =/MCB = —/PCM =
B8 —4PBM = g Dakle, i trokut PM B je jednakokracan, tj. |PM| = |BM].

No, kako je M poloviste AB vrijedi |[BM| = |[AM| = @, a kako je |PC| = |MP| = |BM] i |AB| = |AC|,
vrijedi |[AP| = |AM|. Sada smo jasno dobili da je AAMP jednakostranitan, pa je ZBAC = 60°. Stoga
zaklju¢ujemo da su svi kutevi u AABC' jednaki 60°.

. 2017.; zup 2A, 4.

2018., 7up 4A, 3.
2009., drz 4A, 1.

Oznac¢imo ZCAB = ZCBA = «. Neka je E noziste visine iz vrha C, i G sjeciste CE i FH. Cetverokut
EMGH je tetivan (kutevi ZGEM i ZGHM su pravi), i G je teziste trokuta ABC, pa je |GE| = %7 odakle

je |EM| = |EB| - |MB| = 421 - 1521 - 1281 — 4pp).
Po poucku SK S, trokuti EMG i EBC su sli¢ni, pa je ZEMG = ZEBC = «. EF je srednjica trokuta ABC,
pajei ZFEB = «. Sada je ZEHF = 180° — ZEMG = 180° — v, pa je EBF H tetivan. Na kraju iz obodnih

kuteva dobivamo /BHF = /BEF = o« = ZABC.
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