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1 Uvod

.....

to zna¢i da poznavanje ¢injenica, o na primjer, trokutu i ortocentru, moze pomoci u sirokom spektru zadataka, to
jest, nerijetko je najveca tezina zadatka prepoznati konfiguraciju. Upravo zbog toga vazno je imati u svijesti neke
najosnovnije konfiguracija i stvari koje u njima vrijede prilikom rjesavanja zadataka.

2 Ortocentar

Prije svega, pokazimo da ortocentar uistinu postoji, to jest, da se sve tri visine u trokutu sijeku u jednoj tocki.
Visine trokuta AABC sijeku se u jednoj tocki koju nazivamo ortocentar trokuta AABC (skoro pa uvijek oznacavamo
s H).

Promotrimo sljede¢u skicu.

BK ]C
Neka su E i F nozista visina iz B i C na AC i AB redom. Neka je H' presjek pravaca BE i CF. Htjeli bi pokazati
da je i pravac AH' takoder visina trokuta, odnosno, da je okomit na pravac BC. Znamo da su ¢etverokuti (BFEC)
i (AEFH') tetivni (zasto?) pa imamo da je ZAFH' = /FEH' = /FEB = ZFCB iz ¢ega slijedi zakljucak
(zasto?).
Kao $§to vidimo, ortocentar uistinu postoji za svaki' trokut AABC pa ima smisla o njemu i pricati. Vrijedi sljedece:

Leventualno bi kao sitnu digresiju trebalo argumentirati $to se dogada s tupokutnim trokutima, no, jasno, to je jednostavno te nema,

potrebe ovdje navoditi
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. Preslika od H preko D lezi na (ABC).

. Preslika od H preko M lezi na (ABC). Ta tocka je dijametralno suprotna tocki A s obzirom na kruznicu
(ABC).

. Pravei ME i MF su tangente na kruznicu (AEF).

. Nozista visina, polovista stranica i polovista spojnica vrhova trokuta leze na jednoj kruznici. Tu kruznicu
nazivamo Eulerovom kruznicom, Feuerbachovom kruznicom ili kruznicom devet tocaka.

. Ako je @ ”gornji” presjek pravca HM s kruznicom opisanom trokutu AABC, dokazi da su pravci BC, E'F' i
AQ kopunktalni.



2.1 Dokazi tvrdnji

1. Slijedimo skicu.

Neka je H' preslika tocke H preko BC. Tvrdimo da je ¢etverokut ABH'C tetivan. Dokazati éemo da je
/BH'C + /BAC = 180°. Naime, vrijedi

/BH'C = /BHC = /EHF =180 — /FAE = /BH'C + /BAC = 180°

pri éemu prva jednakost vrijedi zbog toga Sto je H' preslika od H, a druga jer je Cetverokut (AFHE) tetivan.
Kako je suma nasuprotnih kuteva u éetverokutu ABH'C' jednaka 180°, znamo da je taj Cetverokut tetivan.

2. Slijedimo skicu.

A

L N
\\ C
H//

Neka je H” preslika totke H preko tocke M. Jasno, zelimo pokazati da je Cetverokut ABH"C' tetivan i da
je AH" promjer. Naime, uo¢imo da je BHCH" paralelogram zbog toga Sto se dijagonale raspolavljaju pa
je ZBH"C = ZBHC. Koristedi iste argumente kao i u prethodnom dokazu, imamo da je traZeni ¢etverokut
tetivan. Naposljetku, uoc¢imo da je

B

/ABH" = Z/ABC + Z/CBH" = ZABC + ZHCB = 90°

pa je ovo uistinu promjer.



3. Slijedimo skicu.

B \ M /C
Prema obratu poucka o kutu izmedu tetive i tangente, dovoljno je pokazati /ZFAE = /ZMFEF. Oznacimo

kut ZBAC s a. Prisjetimo se ¢injenice da je cetverokut (BFEC) tetivan i da je srediste te kruznice u M,
polovistu stranice BC'. Zbog toga znamo da je

MB=MF=ME = MC.

Takoder, koriste¢i teorem o obodnom i sredisnjem kutu, znamo da je m/FME = 2/FCFE = 180° — 2a. Kako
je trokut AM FE jednakokracan, imamo da je

JMFE = /MEF — w —a

Sto smo trebali i dokazati.

4. Oznacimo s S poloviste duzine AH. Iz prethodnog zadatka, znamo da je LSFM = ZSEM = 90° pa
je Cetverokut SFME tetivan. Takoder, jednostavnim angle chaseingom? moZemo dobiti da je kut ZFDE
jednak 180° — 2a, odnosno, da je ZFDE = ZFME pa je i ¢etverokut (FDME) tetivan. Potpuno analogne
zakljuCke mogli bi izvoditi i ako promatramo s obzirom na druge vrhove trokuta AABC pa znamo da su
tocke D, E, F, M, N, K na jednoj kruznici, a prema prvoj tvrdnji ovog dokaza, imamo i da polovista spojnica
s ortocentrom leze na toj kruznici.

5. Znamo da je tocka @ na praveu HM pa je @ tocka nad promjerom AH" kruznice (ABC). Zbog toga je
kut ZAQH" pravi, pa time i kut ZAQH zbog Cega tocka @ leZi na kruZmnici s promjerom AH $to je upravo
kruznica (AEF). Promotrimo kruznice (ABC), (AQEF) i (BFEC). Njihove radikalne osi su pravci AQ,
EF i BC, dakle, oni se sijeku u radikalnom sredistu, to jest, sijeku se u jednoj tocki.

2ako ne vidite kako bi to izveli, slobodno pitajte



3 Centar Upisane kruznice

Kako sto naslov kaze, u interesu nam je tocka koja je srediste upisane kruznice. No ta tocka koju ¢emo oznaciti sa
I (eng. incenter) ima drugu karakterizaciju, preko koje ¢emo pokazati da to srediSte postoji za svaki trokut ABC.
Naime srediSte upisane kruznice je zapravo sjeciSte simetrala svih kuteva trokuta. Dokazimo to! Neka je I presjek
simetrala kuteva /B i ZC, dokazat ¢emo da je pravac Al simetrala kuta ZA.

A

Jedno bitno obiljezje koje ¢emo koristiti je:
Tocka je na simetrali kuta XY Z ako i samo ako je jednako udaljena od pravaca XY i YZ

Kako se I nalazi na simetrali kuta /B = ZABC znamo da je I jednako udaljena od AB i od BC, neka je to neka
udaljenost r, kako je I isto tako na simetrali kuta Z/C' = ZBCA tocka I je jednako udaljena od BC' i CA za istu

udaljenost r. Time je
d(I,AB) =d(I,BC)=d(I,CA)=r

time I lezi na simetrali tre¢eg kuta ZA.

Uoc¢imo da smo u ovom dokazu ustanovili da je tocka na sjecistu simetrala kuteva jednako udaljena od svih stranica,
ta udaljenost je upravo radijus upisane kruznice a I je njeno srediste.

Vrijedi spomenuti i poznati poucak o simetrali, koji je relevatan za centar upisane upravo zbog definicije centra
upisane kao presjek svih simetrala.

A

B I C

Poucak o simetrali Neka je L sjeciste simetrale kuta ZA sa BC tada je

LB _ AB
LC  AC

Upoznajmo se nadalje sa konfiguracijama u kojima je upisana kruznica u kombinaciji sa ostalim elementima trokuta



4 Upisana kruznica i polovista

Dan nam je AABC sa upisanom kruznicpom w i srediStem upisane I , upisana kruznica dira stranice BC,CA i
AB redom u D, E i F. Neka su M i N polovista stranica BC' i CA redom. Neka je K presjek pravaca EF i BI.

A

. Dokazi da je CK L Al
. Dokazi da su M, N i K kolinearne tocke
. Dokazi da je NK = B¢-AB

Dokazi tvrdnji

. Uoc¢imo da je za dokazat okomitost pravaca CK i AI dovoljno dokozati tetivnost ¢etverokuta I EKC. Kako je

IFE trivijalno okomito na AC| iz tetivnosti ¢etverokuta IEKC bi imali ZIKC = ZIEC = 90° odakle slijedi
tvrdnja.

Kako je CTI simetrala kuta ZBC A iammo da je je

LICE = /ICA = %

. Ganjamo kut ZIKFE, on se nalazi u sklopu veceg trokuta ABF K, te je stoga

AIKE:LBKF:180°—AKFB—4KBF:4EFA—§ :900—5—

Dakle ZIKE = ZICE = J odakle slijedi tetivnost ¢etverokuta IKEC i zakljucak

p a_ B _7
2 2

/BKC =/IKC = ZIEC = 90°

. Kako je M N||AB dovoljno je dokazati M K||AB, prema prethodnoj tvrdnji i Talesovom teoremu ¢injenica da

je BKC = 90° znaci da se nalazi na kruznici promjera BC' sa sredistem u M. Tada imamo /M KB = /M BK
jer je M srediste kruznice, i ZMBK = ZKBA jer je BK simetrala kuta ZB. Stoga je

LMKB=/MBK = /ZKBA
odakle slijedi paralelnost M K||AB.

AB BC AB BC—AB
3. NK =MK —-MN =MB - 57 = 5~ = BO-AB

2 2



5 Pripisana kruznica

Na sljedecoj skici D je diraliste upisane sa stranicom BC', K, L i M su diraliSta pripisane sa stranicama trokuta,
I i I su sredista upisane i pripisane kruznice redom, a tocka P je poloviste visine iz A. Vrijedi sljedece:

1. Dokazi da je BD = CK.

2. Dokazi da su tocke A, D" i K kolinearne.

3. Dokazi da su tocke A, D i K’ kolinearne.

4. Dokazi da su tocke P, I, K i P, D, I kolinearne.

5.1 Dokazi tvrdnji

1. Buduéi da su AL i AM tangente na istu kruznicu iz iste tocke znamo da su jednake, promatrajuéi tangnente
iz B i C na pripisanu kruznicu dobijamo niz jednakosti

AL =AM
BM = BK
CL=CK

poluopseg AABC dobijamo

Oznaédimo li sa s = W

AL

AL AM AB+BK+KC+C’A AB BK+KC CA
== = = — =3

2 + 2 2 2 2 * 2 + 2
Time zapravo imamo da je CL = AL — AC = s — AC



6
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Sa skice je o¢igledno da je . +y + z = s odnosno kako je y+ 2z = AC i x = BD imamo sljedeée BD = s — AC.
No to je upravo izraz koji smo dobili za C K. Dakle

BD =s5s—-AC =CK

. Potrebno je uociti da postoji prirodna homotetija sa srediStem u A iz upisane u pripisanu kruznicu, primjetimo

da je tangenta u D’ na upisanu kruznicu paralelna sa BC jer je D’ preslika tocke D preko centra upisane
I a BC' je upravo tangenta na upisanu u tocki D. BC' je ujedno i tangenta na pripisanu kruznicu u tocki
K, time K moZemo smatrati 'najvisom’ to¢kom pripisane kruznice a D’ 'najvisom’ to¢kom upisane kruZnice.
Ovom opservacijom zakljuc¢ujemo da se D’ slika u K pod homotetijom centriranom u A te su stoga A, D’ i
K kolinearne tocke.

. Zamijeni 'najvisom’ sa 'najnizom’. Ostalo zaklju¢ivanje provodi se analogno.

. T ova tvrdnja se na kraju svodi na homotetiju, ali ovaj put s centrom u K , primjetimo da su trokuti AK DD’

i AKNA sliéni (N je ovdje noziste okomice iz A na BC'). Uistinu DD’ i AN su paralelni jer su oba pravca

okomita na BC; medutim A, D’ i K po drugoj tvrdnji leZe na istom pravcu a N, D i K su prema postavci
na BC i time AKDD' i AKNA imaju zajednicki kut pri vrhu K. Stoga moZemo zamisliti homotetiju sa
sredistem u K koja Salje AKDD’ u AKNA, odnosno Salje I kao poloviste stranice DD’ u tocku P kao
poloviste stranice NA. Za drugu tvrdnju promatramo negativnu homotetiju sa srediStem u D i koristimo
treéu tvrdnju da su A, D, K’ kolinearne tocke.

Come together

Istrazili smo neka osnovna svojstva kada imamo samo jednu kruznicu, no pogledajmo sto sve vrijedi kada ukljuc¢imo
sve 3 kruznice. Neka su I5, Iz i I¢ sredista pripisanih kruznica te neka su P, (Q i R polovista stranica trokuta
ANIpIglc.

Naime [ je centar upisane u sklopu AABC, no $to je tocka I kada ju promatramo u sklopu AIxlglc?
Vrijedi sljedede (zadnju ¢injenicu ne¢emo dokazivati):



6.1

. I je ortocentar trokuta AIxIglc.

. Tocke I, B, C'i Ix su koncikli¢ne, a srediste njihove opisane kruznice je S.

P, Qi R leze na kruznici opisanoj trokutu ABC'.

Ako su D, FE, F diralista upisane sa stranicama trokuta AABC, onda postoji homotetija izmedu trokuta
ADEF i AIpIglc.

Feuerbachova kruznica (Eulerova kruznica, kruznica 9 tocaka) trokuta AABC je tangenta na upisanu kruznicu
i na sve 3 pripisane kruznice.

Dokazi tvrdnji

. Al je unutrasnja simetrala kuta dok je IcA odnosno Alg simetrala vanjskog kuta. Kako je suma suplemen-

tarnih kuteva 180° simetrale tih kuteva ¢e zatvarati kut od 90°, dakle InA 1 Iglc iIaA, IgB, IcC simetrale
u trokutu AABC su zapravo visine u trokutu Al Iglc a time je I ortocentar tog trokuta.

Iz prethodne tvrdnje imamo da su IcC' i Ig B okomice u trokutu Al Iglc. Stoga imamo ZIBIy = ZICIx =
90°, odakle je ¢etverokut IBIpC tetivan sa sredistem u polovistu duzinte I7. Dokazimo da je to poloviste
tocka S



Ic. Ao P I

A..I,A,‘

Kako je ¢etverokut ABSC tetivan i S poloviste luka BC' imamo da je
/SBC = /SAC = /SAB = /5CB

odakel je SB = SC. Kut ZSIB je vanjski kut pri vrhu I u AAIB stoga je

ZSIB = — +

[\ o)
[ Res

S druge strane je

/SBI = /SBC + /CBI = % T g — /SIB

odakle je SB = SI Ovime smo dokazali da je tocka S srediste opisane kruznice ABIC kako i I5 lezi na toj

kruznici zakljucujemo da je S srediste kruznice opisane cetverokutu IBI5C.

Sto je P cetverokutu BCIglc?

. Kako su P, @, R polovista trokuta AIxIglc a A, B,C nozista visina, spoznajemo da se zapravo radi o feuer-

bachovoj kruznici AlxIglc.

. Uoc¢imo da je simetrala kuta okomita na DF', a sdruge strane kao visina u trokutu AIxIglc, je okomita
na I lc stoga su stranice DE, EF i FD redom paralelne sa stranicama IaIp,Iglc, IcIa. te mora postojati

homotetija izmedu trokuta ADEF i AlxIglc

5. Tvrdnja se moze dokazati tehnikom invertiranja.
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Zadaci

Ortocentar

Prvih par su laksi zadaci, ostali nisu poredani po tezini.

1.

Neka je H ortocentar trokuta, a O srediste opisane kruznice trokuta AABC. Dokazite:

(a) ZBAH = /CAO;
(b) ZCBH = /ABO;
(¢) LACH = /BCO.

Neka je H ortocentar trokuta AABC. Neka su F i F nozista visina iz vrhova B i C u trokutu AABC.
Neka je tocka X preslika tocke H preko stranice BC, a tocka Y presjek tangente u A na kruznicu (AEF) s
kruznicom opisanom trokutu AABC. Ako je O srediste opisane kruznice AABC, dokazi da su tocke X, O i
Y kolinearne.

Neka su F i F' nozista visina iz vrhova B i C u trokutu AABC' i neka je H njegov ortocentar. Neka je tocka
T presjek pravaca FF i BC, a neka je M poloviste stranice BC'. Dokazite da je pravac T H okomit na pravac
AM.

. Neka je ABC siljastokutan trokut takav da je |[AB| > |AC|. Neka su D, E i F noziSta visina trokuta ABC

iz vrthova A, B i C, redom. Pravci EF i BC sijeku se u tocki P. Paralela s EF kroz tocku D sijece pravac
AC u tocki @ i pravac AB u tocki R. Ako je N to¢ka na stranici BC' takva da je ZNQP + Z/ZNRP < 180°,
dokazi da je |BN| > |CN].

Upisana kruznica i njeni prijatelji

. Ako je r radijus upisane kruznice a r,,rp,r. radiusi pripadnih pripisanih kruznica i hg, hp,h. duzine visina iz

pripadnih vrhova na suprotne stranice, dokazite da vrijedi

Neka pravac Al sijee kruznicu (ABC) u tockama A i S. Neka je L preslika tocke I preko S, a J preslika
tocke I preko BC. Ako je K noziste visine iz vrha A na stranicu BC, pokazite da su tocke K, J i L kolinearne.

Upisana kruznica siljastokutnog trokuta ABC' dodiruje stranice BC, CAi AB redom u to¢kama D, E iF.
Srediste te kruznice je tocka S, a pravac DS sijee duzinu FF u tocki P. Ako je M poloviste stranice BC,
dokazi da su tocke A, P i M kolinearne.

(IMO 2006 P1) Neka je AABC trokut sa srediStem upisane kruznice I. U unutrasnjosti trokuta dana je tocka
P za koju vrijedi
/PBA+ /PCA=/PBC + ZPCB.

Pokazi da je |AP| > |AI| i da jednakost vrijedi ako i samo ako se P podudara s I.

Mix

. Neka je H ortocentar trokuta AABC i neka simetrala duzine AH sijede stranice ABi AC u D i E. Ako je

O srediste opisane kruznice AABC, a S srediste opisane kruznice AADE, dokazite da je ¢etverokut ODSFE
tetivan.

. (Drzavno 2017 2.razred) Dan je trokut AABC. Kruznica k izvana dodiruje stranicu BC u tocki K te

produzetke stranica AB i AC preko tocaka B i C redom u totkama L i M. Kruznica s promjerom BC sijece
duzinu LM u tockama P i @ tako da toCka P lezi izmedu L i (). Dokazi da se pravci BP i CQ sijeku u
srediStu kruznice k.

Dan je trokut ABC i njemu upisana kruznica w koja dira stranice BC' , CA i AB redom u tockama D, E i
F. Neka je K presjek pravaca EF i BC. DokazZi da su AD i I K okomiti.



. Neka je P toc¢ka na opisanoj kruznici trokuta AABC. Dokazite da preslike tocke P preko stranica trokuta
leZe na pravcu koji prolazi kroz ortocentar H trokuta AABC. (Steinerov pravac)

. Dan je siljastokutni trokut ABC s visinama AD, BE i C'F te ortocentrom H. Duzine EF i AD sijeku se u
tocki G. Duzina AK je promjer kruznice opisane trokutu ABC' i sijece stranicu BC u tocki M. Dokazi da su
pravci GM i HK paralelni.

. Neka je ABCD jednakokraé¢ni trapez u kojem je AB || CD. Upisana kruZnica w trokuta BC'D dira CD u
tocki E. Neka je F' tocka na simetrali kuta ZDAC takva da je EF 1 CD. Neka kruznica opisana trokutu
ANACF sijece pravac C'D u tockama C' i G. Dokazi da je trokut AAFG jednakokracan.

. Neka je J srediste pripisane kruznice AABC nasuprot vrha A. Ta pripisana kruznica dira stranicu BC u M,
a stranice AB i AC' u K i L redom. Pravci LM i BJ sijeku se u F, a pravci KM i CJ sijeku se u G. Neka
je S presjek pravaca AF i BC, a neka je T presjek pravaca AG i BC. Dokazi da je M poloviste duzine ST

. (Vietnam TST 2017. 3.) Neka je AABC Siljastokutan, raznostranican trokut kojemu je srediSte opisane
kruznice tocka O, a ortocentar tocka H. Neka su F i F nozista visina iz B i C' redom. Pravac AH sijece
opisanu kruznicu trokuta (ABC) u tockama A i D. Neka je I poloviste od AH. Pravac EI sijece BD u M,
a pravac FI sijece CD u N. Dokazi da je MN 1 OH.
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