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Uvod

0.1 Najosnovniji pojmovi:

Dva igraca A i B igraju sekvencijalnu igru koja ne moze zavrsiti bez pobjednika. Promotrimo poziciju u kojoj se A
nalazi. Kazemo da je pozicija pobjednicka ako igra¢ A iz nje moze povuéi potez koji ¢e mu garantirati pobjedu u
igri. Za poziciju kazemo da je gubitnicka pozicija ako, koji god potez odigrao, igra¢ B ¢e u konacnici pobijediti. Ti
pojmovi se odnose na igraca koji vuce potez (izlazi) iz zadane pozicije, a ne na onoga koji ulazi u nju. Kazemo da
igra¢ A ima pobjednicku strategiju ako postoji niz poteza koji mu daje pobjedu neovisno o igri igraca B. Ako igrac¢
A nema pobjednicku strategiju, kazemo da B ima negubitnicku strategiju.

0.2 Korisni pristupi za zadatke iz teorije igara:

Indukcija - dokazujemo da je f(A) gubitnicka pozicija ako je A gubitnicka pozicija i zaklju¢ujemo nesto principom
indukcije.

Simetrija - pronalazimo da za svaki potez igraca A postoji strategija igraca B da uvijek nalazi odgovor i tako ima
negubitnicku strategiju.

Invarijante i monovarijante - za neku strategiju promatramo nacin promjene klju¢nog parametra, te njegovu vrijed-
nost na kraju i na pocetnoj poziciji, i pomocu toga dokazujemo da je pobjednicka.

Strategy-stealing - ako u nekoj igri X igra¢ ima pobjednicku strategiju, a u igri Y igra¢ B moze doé¢i u poziciju
ekvivalentu pocetnoj u igri X, igra¢ B ima pobjednicku strategiju u Y

0.3 Jos nekoliko savjeta:

Uvijek ravmislite moze li se definicija pozicije ili uvjet pobjede svesti na nesto praktic¢nije.

Uglavnom je na pocetku zadatka dobro pokusati pametno odabrati superpoziciju ili male primjere. Izbjegavajte
pocinjati s promatranjem potpuno random strategije ili pozicije. Iz malih primjera se gotovo uvijek moze izvudci
nesto korisno, ali budite oprezni s vremenom.

Ako igra nema veze s formuliranjem P i G pozicijan, ne znac¢i da nema smisla razmotriti kako ¢e se zavrsnica
odigrati.

Zagrijavanje/laksi zadaci

1. Vlatka i Vlatko igraju igru s pravokutnom plo¢om dimenzija a x b cm? i Zetonima koji su medusobno istog
radijusa r. U potezu je dozvoljeno staviti jedan zeton na plocu da se ne preklapa s ostalima. Zeton ne treba
nuzno cijelom povrsinom biti unutar ploce. Ako Vlatka igra prva, tko ima pobjednicku strategiju?

2. Dwostruki sah je igra istih pravila kao sah, samo $to igrac¢i naizmjence vuku dva poteza. Dokazi da bijeli (koji
igra prvi) ima negubitnic¢ku strategiju.

3. Mike i Sully igraju igru u kojoj naizmjence povlace poteze. U gornjem lijevom polju n x n ploce se nalazi bijela
kraljica koju pomice Mike u svojem potezu, a u gornjem desnom polju se nalazi crna kraljica koju pomice
Sully. Mike igra prvi. Na ostalim poljima ploce su sivi pijuni. U potezu je obavezno pomaknuti svoju figuru
na zauzeto polje i uzeti figuru koja se tamo nalazi. Igra¢ kojem protivnik uzme figuru ili ostane bez poteza
izgubio je. Tko ima pobjednicku strategiju ovisno o n ?



4.

Marin Varivoda i Marin Getaldié¢ igraju igru. Prvo Varivoda postavi 50 figura kraljeva na 100 x 100 plo¢u na
bilo koja polja, zatim Getaldi¢ postavi topa (kulu) na bilo koje polje. Nakon toga Varivoda u svakom svom
potezu moze pomaknuti to¢no dva kralja za jedno polje u bilo kojem smjeru (moze i dijagonalno), a Getaldi¢
moze pomaknuti topa za bilo koji prirodan broj polja horiznontalno ili vertikalno, ali ne na polje na kojem se
kralj nalazi niti preko njega. Igra zavrsava kad Varivoda zarobi Getaldicevog topa i tada Varivoda pobjeduje.
Ima 1i Getaldi¢ negubitnicku strategiju?

Robert i Jimmy igraju igru sa sahovskom 8 x 8 plo¢om i figurom skakaca. Naizmjence povlace sljedeée poteze.
Prvo Robert postavi skakac¢a na bilo koje polje, nakon toga ga svaki igra¢ (prvo Jimmy) pomakne kako se
inace kreée u sahu, ali ne na polje na kojem je ve¢ bio. Igra¢ koji ne moze napraviti potez, izgubio je. Tko
ima pobjednicku strategiju?

Umjereni zadaci

6.

10.

Dva igraca naizmjence povlace poteze u sljedetoj igri. Na ploc¢i su zapisani neki prirodni brojevi, te je u
svakom potezu dozvoljeno obrisati dva relativno prosta broja i zapisati njihov zbroj. Tko ne moze povuéi
potez, izgubio je. Dokazi da drugi igra¢ pobjeduje ako je na plo¢i na pocetku zapisano a) 2019 jedinica b)2020
jedinica?

. Chomp je igra s plocom m x n Cokolade za dva igraca. U potezu je dozvoljeno odabrati jednu ”kockicu i

odlomiti sve $to se nalazi dolje ili desno u odnosu na odabranu. Tj. ako je "kockica” u gornjem lijevom kutu
(1,1), u donjem desnom (m,n), a odabrana "kockica” (k,1). Preostati ¢e samo one (4, j) t.d. jei < kili j <.
Dva igraca su optimalno igrala tono jednom svaki Chomp u kojem su m i n prirodni i ne veéi od 10. Koliko
je puta pobijedio prvi igrac?

. Roger i David igraju sljede¢u igru. Pred njima su tri kutije u kojima je redom 100, 101, i 102 nov¢i¢a. Roger

igra prvi. U potezu je dozvoljeno uzeti tocno jedan novci¢ iz jedne kutije ali ne iz one iz koje je suparnik u
proslom potezu uzimao. Tko ima pobjednicku strategiju?

. Vlatka i Daniel igraju igru. Prvo Vlatka zapise prirodan broj n na plocu, zatim naizmjence povlace sljedece

poteze. Daniel brise Vlatkin broj n i piSe m = n — a? uz uvjet da nije negativan i da je a prirodan, a Vlatka

brise Danielov broj m i piSe n = m*, k prirodan. Daniel pobjeduje ako zapise nulu. Moze li Vlatka sprijeciti
Danielovu pobjedu?

Woody i Buzz igraju sljedetu igru. Na stolu je N > 1 karata. U prvom potezu Woody uzme barem jednu, ali
ne sve karte sa stola. Nakon toga igraju naizmjence (prvo Buzz) i svaki igra¢ moze uzeti barem jednu, ali ne
vise od 2m pri ¢emu je m broj karti koje je njegov suparnik uzeo u neposredno prethodnom potezu. Za koje
N Buzz ima pobjednic¢ku strategiju?

Tezi zadaci

11.

12.

13.

14.

A i B igraju igru. Prvo A u 2012 kutija koje Cine krug rasporedi N > 2012 nov¢ica tako da u svakoj kutiji
bude barem jedan. Nakon toga naizmjence povlace poteze (prvo B). Igra¢ B iz svake kutije premjesti totno
jedan novcCi¢ u neku susjednu. Igra¢ A iz svake kutije premjesti najvise jedan nov¢i¢ u neku susjednu, ali ne
one koje je B premjestao u svojem zadnjem potezu. Igra¢ B pobjeduje ako A ne moze postiéi da je u svakoj
kutiji barem jedan nov¢i¢é u nekom svom potezu. Koji je najmanji N takav da B nema pobjednicku strategiju.

Syd i David igraju igru u kojoj naizmjence povlace poteze. David igra prvi. Na plo¢i su zapisana prirodna
broja (a,b). U potezu je moguce obrisati broj koji nije manji i zapisati taj broj umanjen za visekratnik onog
drugog broja uz uvjet da nije negativan, tj. za a > b (ili a = b) briSemo a i piSemo a—kb pri ¢emu je k prirodni
broj manji ili jednak § . Pobjeduje onaj tko zapise nulu. Tko ima pobjednicku strategiju ovisno o (a,b)?

Paul i Art igraju igru. Zadano je n toc¢aka u ravnini koje formijaju pravilni mnogokut, n je neparan i veéi

od 3. Naizmjence brisu jednu tocku u svakom potezu, onaj koji prvi postigne da svi trokuti ¢iji su vrhovi
preostale tocke budu tupokutni, pobjeduje. Paul igra prvi. Tko ima pobjednicku strategiju ovisno o n?

Jim i Ray igraju sljede¢u igru. Zadana je ploca s m + 1 horizontalnih i m vertikalnih pravaca. Kamen se
nalazi na nekom sjecistu najdonjem horizontalnog i nekog vertikalnog pravca. Jim igra prvi. Igra¢i naizmjence
povlace poteze u kojima pomaknu kamen po jedini¢noj duzini do susjednog sjecista, ali ne duzinom kojom je
kamen veé prosao (bez obzira na smjer). Igraé koji ne moze povuéi potez, izgubio je. Tko ima pobjednicku
strategiju?



15.

16.

Neka je « realan broj. Posejdon i Hefest igraju igru. Zadana je beskonac¢na kvadratna mreza. Prvo posejdon
odabere nekoliko polja koja postanu poplavijena, zatim naizmjence povlace poteze (prvo Hefest), Hefest u
svojem potezima gradi zid koji je jedna izlomljena crta po rubovima polja koja se ne sijece, a nakon njegovog
n-tog poteza ne smije biti dulji od na jediniénih duzina. Posejdon u svojem potezu poplavljuje sva polja koja
tad imaju poplavljenog susjeda, osim ako zid prolazi njihovom granicom. Za koje o Hefest moze osigurati da
zid nakon kona¢no mnogo poteza bude zatvoren i da se sva poplavljena polja nadu unutar njega?

Dva igraca igraju igru na beskonacnoj kvadratnoj mrezi. U potezu je dozvoljeno orjentirati brid koji nije veé
orjentiran. Moze li drugi igra¢ sa sigurnoscu kreirati ciklus?

Hintovi

10.

11.

12.

13.

14.

. Oc¢ito nema smisla razmatrati P i G pozicije, ali ima jedan logican nacin da se usmjeri prema tome tko ima

pobjednicku strategiju. Razmisli...

Ako si zapeo radeéi poteze slicne klasicnom Sahovskom otvaranju, najradije bih te istjerao van. Razmisli o
logickoj pozadini zadatka.

Nadam se da si prouc¢io male primjere. To ti moze dati usmjerenje. Ako si zapeo na parnom n, trik s proslog
zadatka ti moze pomodi.

Necu lagati, u originalnom zadatku Varivoda pomice sve kraljeve u svojem potezu. Pokusaj to.
Pokusaj isto s bilo kojom drugom Sahovskom figurom (osim pjesaka).

Mali primjeri. Koje brojeve drugi igra¢ zeli na kraju igre? Ako si zapeo na b) dijelu, vrati se na a) dio i
razmisli zasto prvi igra¢ ne moze uciniti isto.

Mali primjeri bi te mogli usmjeriti prema tome tko pobjeduje za koji (m,n). Za generalizaciju strategije bi
trebalo pobrojati puno razli¢itih pozicija koje nemaju bas veze jedna s drugom. Pokusaj nesto drugo. Bonus
zadatak ¢e mali primjeri rijesiti.

Sto mislis tko ima pobjednicku strategiju i zasto (dosta je intuitivno), ako si zapeo promatrajmo ovu pametnu
superpoziciju: sto ¢e se dogoditi kad netko prvi isprazni jednu kutiju? Pokusaj to povezati s op¢im slucajem.

Ovaj zadatak je bio jedinica na RMM-u kao teorija brojeva, ali postoji razlog zasto sam ga stavio. Nemoj
zaglibiti u TB-u, ve¢ razmisljaj kombinatoricki, neki brojevi su najoc¢ita pobjeda za Daniela, neki nisu toliko
ociti, ali su blizu toga...

Pokusaj rijesiti zadatak u kojem je svakom dozvoljeno uzeti barem jednu, a najvise pola preostalih karata,
a izgubi onaj kojem ostane jedna karta. Sto bi u tom zadatku ucinio nakon $to malim primjerima dodes na
trag rjeSenju. Ovdje je slican postupak, samo Sto je rjesenje manje intuitivno.

Nadi neko stanje iz kojeg B moze jednim potezom pobijediti. Razmisli, kako bi B zelio do¢i do tog stanja ako
nije ve¢ dano. Kada moze?

Ovdje je pozicija (barem za mene) ruzno zadana i moze se uéiniti nesto s (a, b), tako da pozicija bude uredenija,
a igra ekvivalentna. Kad to ucinis, bit ¢e potrebno formulirati P i G pozicije, a pravi cilj je na¢i neki pocetak
koji pokriva Siri raspon pozicija (zasto?). Jedna gubitni¢ka pozicije ne otkriva puno, dok skupovi gubitnickih
nisu oc¢iti. Zato je pitanje mozes li na¢i skup pobjednickih pozicija odakle bi poceo

Ruzan uvjet pobjede. Nadi nesto ljepse ekvivalentno uvjetu pobjede. Sto nikako ne smije uciniti igrac s
pobjednickom strategijom i kako to izbjeci, prisjeti se "simetrije” na zadatku sa skakacem na Sahovskoj ploci.

Sto ¢e se dogoditi ako kamen pocinje u kutu? Sli¢no kao u 6. zadatku, igra¢ ¢e imati strategiju koja toliko
ogranicava protivnika da ju vrijedi pokusati primijeniti na opéi slucaj. Pitanje je kako bi to izveo...

Rjesenja

Napomena: neka rjesenja mozda nisu potpuna, ali sadrze svaki bitan korak. Ono $to moze faliti jest neka precizna
diskusija koja se svodi na raspisivanje.



10.

11.
12.

13.

. Prvi igrac¢ postavi u sredinu zatim centralnosimetri¢no u odnosu na protivnicki potez.

. Pretp. suprotno, tj. da crni ima pobjednicku strategiju. Tada bijeli moze pomaknuti i vratiti konja (neutralan

potez) i doéi u polozaj crnog.

Za neparne Sully pobjeduje igrajuci osnosimetricno, a za parne prvo Mike pomakne jedno polje desno, zatim
primjeni Sullyjevu strategiju za neparne.

. Podijelimo ploc¢u na pedeset 2 x 100 pravokutnika. Varivoda ¢e postaviti kraljeve na prvo, trece, ..., i 99.

polje u istom retku. Zatim ¢e u svakom potezu pomaknuti kralja koji se nade u istom pravokutniku kao top
tako da zatvori topa (ako ga veé ne zatvara), osim toga ¢ée imati jos jedan ili dva poteza koje ée koristiti za
pomak nekog kralja naprijed (ali ¢e uvijek drzati sve kraljeve u istom ili dva susjedna retka.

Jimmy moZe obojati plo¢u u 32 boje (2 polja svake boje) tako da skaka¢ iz svakog polja moZe u drugo polje
iste boje. Na taj nacin ¢e Jimmy imati spreman odgovor na svaki Robertov potez. Trazeno bojanje je moguce
za 2 x 4 pravokutnik s 4 boje, konstrukcija se oslanja na ponavljanje tog uzorak.

Izvor. 2. zadatak, 4. razred, A varijanta.

Prvi igra¢ pobjeduje uvijek, osim ako je m = n = 1. Pretp. da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju. Kad
prvi igra¢ odigra (m,n) (uzme samo donji desni kut), drugom igracu ée pobjednicki potez biti neki koji je
prvi igra¢ mogao odigrati u svojem potezu Sto daje kontradikciju. Napomena: ovakvo zakljuc¢ivanje logicki
daje samo negubitnicku strategiju prvom igracu, ali u ovom sluc¢aju igra mora zavrsiti nakon konatno mnogo
poteza pa je zakljucak valjan.

Roger moze osigurati da uvijek uzima iz kutije s najvise novci¢a ako je to uc¢inio u proslom svojem potezu
(ili jedne od takvih ako nije jedinstvena). To dokazujemo analizom svih moguéih slucajeva (a > b,a > ¢;
a=0b>c,a=0b=c). Zato je Roger ¢e se dogoditi jedno od sljedeteg: ili ée David prvi uzeti zadnji iz neke
kutije pa ¢e ostati neparno mnogo novéiéa rasporedenih u dvije (nejednake) kutije, ili ée Roger uzeti iz bilo
koje kutije i promijeniti brojeve iz [1,1,1] u [1,1,0]. U oba slu¢aja Roger pobjeduje.

Izvor.

Indukcijom mozemo pokazati da Buzz pobjeduje ako je N Fibonaccijev broj. Nije tesko pokazati za 2,3 ili
5 kao bazu. Korak provodimo tako da rastavimo fibonaccijev broj na dva prosla a + b. Ako Woody uzme
vise ili jednako mina,b, onda Buzz moze pobjediti u jednom potezu, ako ne, onda ¢e Buzz odigrati onako
kako bi igrao da je mina,b pocetna pozicija (moguce je prema pretp. ind.), nakon nekoliko poteza ¢e ostati
maza,b karata i Woody ¢ée biti na potezu (Buzz ée pobjediti prema pretp. ind.). Za nefibonaccijeve brojeve
N moZemo pokazati tako da ih rastavimo na najveéi fibonaccijev manji od N i ono Sto ostane (to ¢e uvijek
biti manje od tre¢ine od N ili nefibonaccijev broj)

Izvor.

Uoc¢imo da mozemo pomnoziti a i b istim brojem bez utjecaja na ishod igre. Tako u svakom potezu mozemo
umjesto (a,b) imati (%,1) pri cemu je a > b. Ako je ¢ cijeli broj, Syd pobjeduje u jednom potezu. Ako je
£ > 2, opet Syd pobjeduje. Jer moze direktno doci do broja manjeg od 1 ako je to G pozicija. (tada mnozimo
s njegovim recipro¢nim da dobijemo (4,1) pri ¢emu je a > b ), a moze i doc¢i do broja izmedu 1 i 2 te prisiliti
Davida da dode do broja manjeg od 1 (ako je to P pozicija). Ostaje nam promotriti interval (1,2). MoZemo
dokazati da su pozicije unutar (1,1.5] gubitnic¢ke jer uvijek vode u pobjednicku, i tako se zadatak svodi na
rekurziju/indukciju, a tvrdnja je da su pozicije u kojima je a = b ili fracab > #

n—1

Art pobjeduje. Prvo uo¢imo da ée svi trokuti biti tupokutni ako i samo ako je uklonjeno uzastopnih
vrhova (jedan smjer je ofit, a drugi dokaZzemo pretpostavivsi suprotno i promatrajuéi obodne kutove nad
najduljim lukom). Ako ostanu 4 vrha, Art je na potezu i pobjeduje (ima tetivni éetverout koji dijagonalom
mozemo podijeliti na Siljastokutni i tupokutni trokut). Artova strategija ¢e biti uzimanje vrha koji se nalazi
najdalje moguée od Paulovog vrha (izmedu njih je s jedne strane ”Tfia, a s druge an vrhova). To ¢e osigurati
da se maknuti vrhovi mogu podijeliti u parove, tako da dva uparena nisu u istom nizu od "51 uzastopnih
polja. Zato ée Paulu pobjeda biti nemoguéa kad mu ostane 5 vrhova, (u svakom nizu od "51 vrhova ¢e ostati
barem dva) pa Art pobjeduje kad mu ostanu 4 vrha. Samo joS treba promatrati $to ¢e se dogoditi ako su
vrhovi koje Art zeli maknuti u nekom potezu uklonjeni ve¢ prije. Tada promatramo koji su vrhovi bili s njima
uklonjeni u paru i na kraju dolazimo do zakljucka da je moguce ukloniti neki drugi vrh da se postigne zZeljeno

uparivanje.



http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj
http://rmms.lbi.ro/rmm2019/index.php?id=problems_math
https://artofproblemsolving.com/community/c6h546171p3160567

14. Jim ¢e prvi potez pomaknuti kamen gore do polja na rubu m x m kvadrata. Zatim povucemo zraku pod
kutom 45° i odbijamo ga od ostalih stranica kvadrata te tako dobijemo pravokutnik upisan u mxm kvadrat
(ako je kamen poCeo u kutu, onda ée to biti samo dijagonala kvadrata). Jim ¢ée u svakom potezu nadalje
vratiti kamen na stranicu tog pravokutnika U jednom od vrha pravokutnika ¢e Ray u konacnici ostati bez
poteza jer im je stupanj (broj edZeva) neparan.

15. Izvor.
16. Izvor


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1970140p13654498
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1597865p9928771
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