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1. DokaZi da je ged(a,b,c) = abe - lem(a, b, ¢) , gdje je ged najveédi zajednicki djelitelj a lem najmanji
lem(a, b)lem(b, ¢)lem(a, c)

zajednicki visekratnik.

2. Neka je a > 1 prirodan broj. Dokazi da skup
{a>+a—-1,a°+a*>-1,a*+a®>—1,...}

sadrzi beskonacan podskup ¢ija su svaka dva razli¢ita elementa relativno prosta.

3. Neka su a i b prirodni brojevi takvi da vrijedi
a|b*a®| bt a®] ...

Dokazi da vrijedi a = b.
4. Dokazi da u nizu (Lnﬁj)n ima beskonac¢no mnogo potencija broja 2.
5. (IMC 2012.) Je li skup prirodnih brojeva n za koje vrijedi n! + 1 | (2012n)! konacan ili beskonacan?

6. (IMC 2014.) Neka je n > 6 savrSen broj i neka je n = p{'p5* ... p" njegov kanonski prikaz u kojem vrijedi
1 <p; <...<pg. Dokazi da je e; paran broj.

7. (Cyberspace Mathematical Competition.) Neka je f(x) = 322 + 1. Dokazi da za svaki prirodan broj n,
produkt

ima najvise n razli¢itih prostih faktora.

8. (IMOSL 2016.) Odredi sve funkcije f : N — N takve da za sve prirodne brojeve m, n vrijedi
0# f(m)+ f(n) —mn | mf(m) +nf(n).

9. (Vojtech 2016.) Odredi sve prirodne brojeve n takve da ¢(n) | n? + 3.

Vise zadataka moZete pronaci na www.skoljka.org.
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Hintovi
1. Dokazi da je v,(LHS) = v,(RHS) za sve proste p.
2. Konstrukcija indukcijom, koristi mali Fermatov teorem.
Promotri vp(a) i v,(b).
Promotri binarni zapis broja v/2.
Nadi veliki broj koji dijeli (2012n)! koriste¢i multinomijalni koeficijent.
Dokazi da 6 | n.
Koristi matematicku indukciju.

Promotri moguénosti za f(p) gdje je p prost broj.
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Dokazi da n ima najvise dva razli¢ita prosta faktora koristeéi ¢injenicu da 8 ne dijeli n? + 3.



Rjesenja

Koristene oznake:

3.

LHS (left hand side) - lijeva strana promatranog izraza (najcesée jednadzbe)
RHS (right hand side) - desna strana promatranog izraza (najéesée jednadzbe)

LTE - Lifting the exponent lemma

. Pokazimo da za proizvoljan prost broj p vrijedi v,(LHS) = v,(RHS). Tada ée slijediti tvrdnja zadatka jer

kada izrazi na lijevoj i desnoj strani ne bi bilo jednaki, postojao bi prost broj koji dijeli jednu stranu vise puta
nego drugu. Primijetimo da vrijedi

o vp(lem(a, b, ) = max{vy,(a), v, (D), vp(c)},
o vy () =wvp(a) —vy(b), akob]a.

Uvedimo oznake z = vp(a),y = vp(b), 2 = vp(c). Sada mozemo zakljuciti:
vp(LHS) = min{z,y, 2},
vp(RHS) = ¢+ y + z + max{z, y, 2} — max{z,y} — max{y, 2} — max{z, z}.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti x > y > 2. Sada imamo da vrijedi
vp(LHS) = z,
vwp(RHS)=z+y+z+c—2x—y—o =z,
¢ime smo dokazali da vrijedi v,(LHS) = v,(RHS), a time i dovrsili zadatak.

. Konstruirat ¢emo jedan takav podskup koriste¢i matematicku indukciju tako da éemo u svakom koraku dodati

jedan element.

o Baza. Definiramo By = {a®>+a—1}. B; zadovoljava svojstvo da su svaka dva njegova razli¢ita elementa
relativno prosta.

« Pretpostavka. Pretpostavimo da sada imamo skup B,, = {a% +a — 1,a*?* 4+ a¥2 — 1,aFs+1 4 aks —
1,...,a"*1 4 ak» — 1} koji zadovoljava svojstvo da su svaka dva njegova razlic¢ita elementa relativno
prosta.

¢ Korak. Neka je P skup svih prostih brojeva ¢ za koje postoji element skupa B, koji je djeljiv s ¢q i
ozna¢imo elemente od P s p1,pa,...,p:. Prema malom Fermatovom teoremu, za svaki p € P (Cinjenicu
p 1 a provjeravamo odmah ispod) imamo

m = P =D p=DHL (1= D@E=D)- () _ 1 =g +1—1=aq (mod p).

Dovoljno je provjeriti da p ne dijeli a jer smo tada nasli novi element pocetnog skupa koji je razliciti od
svih iz B, (jer je vedi od svih dosadasnjih) i koji je relativno prost sa svima iz B,. Buduéi da je p € P,
za neki r € N vrijedi p | "' + a” — 1, pa kada bi p dijelio a, to bi impliciralo p | 1 §to je kontradikcija.
Dakle p ne dijeli a, pa ne dijeli ni m te smo dovrsili korak indukcije uz Bj,+1 = B, U {m}.

Pretpostavimo da a i b nisu jednaki. Tada postoji prost broj p takav da vy,(a) # v,(b). Promotrimo najprije
slucaj v,(a) > vp(b). Dakle za neki x > 0 je vp(a) = vp(b) +z. Sada vidimo da za svaki prirodan broj n vrijedi

a®" 0 = v, (a®" ) < u,(0*) <= (2n — 1)vy(a) < 2nv,(b)




Tvrdimo da ova nejednakost = < ﬁvp(b) ne moze vrijediti za svaki prirdan broj n. Naime, ona je ekviva-
lentna s ) 1
Up
< —
"< Ty

$to ne vrijedi ¢im uzmemo n koji je veci od Ug—;b) + % Dakle, dobili smo kontradikciju i ne moze biti v,(a) >
vp(b). Na isti na¢in mozemo rijesiti i slucaj v,(a) < v,(b) koristeé¢i b2 | a®* ! za svaki n € N. Ovime smo
pokazali da ne postoji prost broj takav da je v,(a) # v,(b), pa a i b moraju biti jednaki.

4. U binarnom zapisu imamo /2 = bg.bybs . .., pri ¢emu je b; € {0,1}. Bududéi da je /2 iracionalan, znamo da
postoji beskonacno mnogo indeksa ¢ takvih da je b; = 1. Ako je by = 1, onda postavljanjem m = {2’“’1\/% =
bob1 ... br_1 dobivamo nejednakosti

1
P12 -1 <m<2F 12— 3

iz ¢ega odmah slijedi | (m + 1)v2] = 2",

5. Neka je n prirodan broj takav da n!+ 1 | (2012n)!. Buduéi da razlomak (i‘ﬁﬁl’?‘ predstavlja broj permutacija
multiskupa koji se sastoji od n jedinica, n dvojki, ... , n brojeva 2012, slijedi da n!?°'2 | (2012n)!. Kako je

ged(n!?012 n! +1) = 1, slijedi n!?2°12(n! 4+ 1) | (2012n)! te imamo sljedeée nejednakosti:
nI201 < 12012 (1 4 1) < (2012n)! < (2012)!" - n!2012

= ¥n! <2012!,

pa zbog n! > v/n™ slijedi n < (2012!)2, $to znaéi da takvih n ima kona¢no mnogo.
6. Znamo da vrijedi Hle(l +pi+p?+ ...+ D) = 2n. Pretpostavimo da je e; neparan. To znadi da vrijedi
pr+1|1+p+pi+...+p | 2n,

stoga p1 + 1| 2n. Kako neki prost broj razli¢it od p; dijeli p1 + 1, zbog p1 + 1 < p3 slijedi p2 = p1 + 1, pa je
(p1,p2) = (2,3). Sada znamo da 6 | n, pa imamo

n n n
2 o4 41=2n+1
n>ntototot n+1,

sto je kontradikcija.
7. Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom osim za n = 1 kada je izraz jednak 2:

e Baza (n=2): f(2)=22-13

o Pretpostavka: Za neki n € N\ {1}, produkt f(1)f(2)...f(n — 1) ima najvise n — 1 razli¢itih prostih
faktora.

« Korak: Dovoljno je pokazati da novi ¢lan f(n) = 3n? + 1 neée doprinijeti umnogku f(1)£(2)... f(n —1)
s dva nova prosta faktora. Pretpostavimo suprotno, odnosno da su p, q razlic¢iti prosti brojevi takvi da
pq | f(n) i nijedan od njih ne dijeli f(k) ni za koji k € {1,2,...,n — 1}. Kada bi jedan od brojeva p
i ¢ (BSO neka je to p) bio manji od 2n, tada bi imali 3(p —n)? +1 = 3n%2 +1 = 0 (mod p), odnosno
p| f(lp—n]), nozbog p | 3n?>+1 = ptn = p#mnip< 2n vrijedi 0 < |p—n| < n, §to je u
kontradikeiji s pretpostavkom da p { f(k) Vk < n. Dakle p,q > 2n $to implicira pg > 4n? > 3n? + 1 pa
je nemogucée da pq | f(n) te smo dobili trazenu kontradikciju.

8. https://artofproblemsolving.com/community/c6h1480691p8639255

9. https://vjimc.osu.cz/storage/uploads/j26solutionsl.pdf


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1480691p8639255
https://vjimc.osu.cz/storage/uploads/j26solutions1.pdf

