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Uvod

Definicija 1
Polinom n-tog stupnja je funkcija f: R — R dana sa

f(z) = anz™ + an_12" 1+ ...+ a1z + ag

gdje su n € Ng, ag, ay,...,a, € R,a, # 0.

Brojeve ay, ..., a, zovemo koeficijenti polinoma, a,, vodeéi koeficijent, a ay slobodni koeficijent.

Ako je f # 0, broj n zovemo stupanj polinoma i pisemo degf = n.

Ako je f(z) = 0,Vz € R, onda polinom f zovemo nul - polinom, piemo f = 0.

Ako je a, = 1, kazemo da je polinom normiran. Ako postoji a € R\ {0}. takav da f(z) = a za sve x € R,
tada polinom f zovemo konstantni polinom i pisemo f = a.
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Propozicija 2

Neka su f i g dva polinoma. Tada je:
1. deg(fg) = deg(f) + deg(g)
2. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}
3. deg(f o g) = deg(f) - deg(g)

Definicija 3 (Jednakost polinoma)
Polinomi f i g su jednaki ako su jednaki kao funkcije, tj. f(z) = g(z),Va € R.

Teorem 4 (Teorem o nul - polinomu)

Polinom f(z) = apn2™ +an_12" 1 + ...+ a17 + ag, jednak je nul - polinomu ako i samo ako a; = 0,i = 0, 1,...,n.

Teorem 5 (O jednakosti polinoma)

Polinomi f(z) = ap2™ + an_12" 1+ ... + @12 + ap i g(x) = bpx™ + by 12" + ... + b1z + by su jednaki ako i
samo akom=nia; =b;,1 =0,1,...,n.



Teorem 6 (O dijeljenju s ostatkom)

Za polinome f i g postoje jedinstveni polinomi ¢ i r tako da
f(@) = g(2) ¢(x) +r(x), deg(r) <deg(g) ili r(z)=0.

q i r zovu se kvocijent i ostatak pri dijeljenju f s g. Ako je r = 0 tada kazemo da ¢ dijeli f.

Korolar 7

Neka je f polinom stupnja n i a € R. Dijeljenje s x — a daje

fl@)=(x—a)qlx)+r, reR, deg(q)=n—1.
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Definicija 8
Ako je za polinom f, za neki a € R f(a) = 0, tada a zovemo realni korijen ili realna nul - tocka polinoma
I
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Napomena 9
Uocimo da vrijedi:
fla) =0 <= f(x) = (x —a) q(z), za neki polinom q.
Ako za polinom f stupnja n, postoji n realnih nultocaka aq, as, ... , a,, tada je
f@)=c(x—a1) (x —a2) ... (x —an),zanekiceR.
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Definicija 10
Ako postoji m € N i polinom ¢ tako da je
f(x) = (Z’ - a’)m Q(x), Q(a> 7é 07
tada broj m zovemo kratnost nultocke a od f.
. J
Propozicija 11
Neka je f(z) = apa™ +a,_12" 1 +...+a12 +ag polinom s cjelobrojnim koeficijentima i neka je z € Z, a,, = 1.
Tada je
f(z)=0 <= z|ao.
Dokaz. Uistinu, a,z™ + ap_12" "1+ ... +a12 +ag =0 < a9 = —2(a,2" ' +..+a1). Ako je a, = 1, tada je

svaki racionalni korijen zapravo cijeli broj. Zaista, Neka je % korijen, p,q € Z,, ged(p, q) = 1. Tada je:
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Tada je desna strana prethodne jednakosti cijeli broj. Dakle, ¢ = 1. O



Propozicija 12
Neka je f(x) = anz™ + apn_12" 1 + ... + a1x + ag polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je o € Q korijen
jednadzbe, dakle o = g,p € Z,q € N, pri ¢emu su p i ¢ relativno prosti, onda p | ag i q | an.

Teorem 13 (Vieteove formule)

Za f(z) = apa™ + ap_12" " + ... + a1x + ag, neka su x1, T2, ..., ,, € C njegove nultocke. Tada je

Apn—1
an

1+ 2o+ ...+, = —

Ap—2
(27

T1T2 + 2123 + ... + Ty 12y, =

T1T... Ty, = (—1)"@.
An,

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo za polinome stupnja 2 i 3. Za polinome viseg stupnja postupa se analogno, dokaz je
samo tehnicki zahtjevniji, ideja je ista.
o Ako polinom ax?+bz+c ima korijene 1, 2, tada je az?+br+c = a(z—x1)(r—22) = ar®—a(r1+22)r+ar 22,
pa je
b= —a(x1 + x2), c = az129
o Neka su x1, T2, o3 korijeni od ax® + bx? + cx + d. Tada je
a(z —21)(z — 22)(x — 23) = ax® — a(xy + o + 23)2? + a(x122 + 2123 + Tow3) — 17273

i po teoremu o jednakosti polinoma dobivamo

b= —a(x1 +x2+x3), ¢c = a(r1x2 + T223 + T321), d = —ax1T2X3

Laksi zadatci

1. Odredi sve polinome f takve da vrijedi f(x — 1) = 23 — 222 + 2.
Odredimo ostatak pri dijeljenju f(z) = 221" + 2 + 1 sa g(z) = 2% — 1.
Podijeli f(z) =32% — a2t + 722+ 22— 65 g(z) =2 — 2.

Faktoriziraj f(z) = 2% — 22* + 23 + 22 — 22 + 1.
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Koja je suma recipro¢nih korijena jednadzbe
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Umjereni zadatci

6. Neka su a i b korijeni jednadzbe 2% — mz + 2 = 0. Pretpostavimo da su (a + %) ib+ % korijeni jednadzbe
22 —pr+q=0. Odredi q.

7. Neka su 1, o i 23 rjeSenja jednadzbe 2® — 22% + 3w — 4 = 0. Odredi (21 + 1)(z2 + 1)(z3 + 1).



8. Dokazi da \/2 — v/3 nije racionalan broj.

9. Dokazi Bezoutov teorem za polinome (inaCe izrazito koristan na natjecanjima :) ): Broj a € C je nultocka
polinoma f ako i samo ako je f djeljiv s (x — ).

10. Neka su a, b, c, z,y realni brojevi takvida a® +ax+y =0, +br+y=0ic® +cx+y=0. Ako su a,b,c svi
medusobno razliciti, dokazi da im je suma jednaka nuli.

11. Neka su rq, rp i 73 korijeni od 23 — 222 — 11z + a koji zadovoljavaju r, + 2ry + 3r3 = 0. Odredi sve moguée
vrijednosti od a.

Tezi zadatci

12. Odredi sve polinome P takve da im je vodedi koeficijent 1, a svi ostali koeficijenti mogu biti 1 ili —1 uz uvjet
da su svi korijeni polinoma realni brojevi.

13. Neka je polinom f(z) = z* — 1823 + ka?® + 200z — 1984. Umnozak dvaju od Cetiri korijena polinoma je —32.
Odredi k.

14. Neka su 71, 72 i 73 korijeni polinoma 5% — 1122 + 7z + 3. Odredi 3 + 73 + 3.

Vise zadataka moZete pronaci na www.skoljka.org.
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Hintovi

Laksi zadatci

1. Odredi stupanj polinoma (Iz propozicije 2, neka uzmi da je g jednak x — 1, tada je stupanj od f(g(x)) po 3.
svojstvu jednak stupnju te kompozicije Sto je 3, podijeljeno sa stupnjem od g, koji je jedan). Tada je f(z) =
ar®+br? +cx+d, pajealr —1)3+b(x—1)2+c(x—1)+d= f(x—1) = 23 — 22? + 2z. Iskoristi Teorem 5. i rijesi
sustav. Dobije se: a=b=c=d = 1.

q(x). Ubacivanjem z = 1, dobivamo 3 = A + B, a za x = —1, dobivamo —1 = —A + B. Dakle, A=2, B=1 pa je
ostatak jednak 2x + 1.

3. Nemoj na silu! Iskoristi Korolar 7. pa kako je ostatak konstantan realni broj, onda se on lagano dobije kao f(2).
Dakle, f(z) = (z — 2)q(x) + f(2) Uoci da se isti ostatak dobije Hornerovim algoritmom, a od prvog do predzadnjeg
stupca su koeficijenti od ¢(x). Za objasnjenje pogledaj u skripti iz Elementarne matematike 1, Algoritam 7.14.

4. Iskoristi Propoziciju 12. pa su svi cjelobrojni kandidati 1 i —1. Hornerovim algoritmom odredi im kratnosti.
Rjesenje je (x — 1)%(2® + 1)

5. Pomnozi obje strane s z, iskoristi Vieteove formule za jednadzbu 2. stupnja. a +b = —% iab= %. Sada
iorad 14,1 _atb __
izra¢unamo - + ¢ = 2 = —1.

Umjereni zadatci

6. Tezina zadatka je samo shvatit $to se od nas trazi. ¢ = (a+ $)(b+ 1) =ab+ L +2=242+1 =12
7. Izmnozi sve i ustanovi da za sve mozes iskoristiti Vieteove formule za polinom 3. stupnja.

8. Pokusaj broj prikazati kao korijen nekog polinoma. Iz propozicije 12. znas da ako je korijen polinoma racionalan,
brojnik mu mora dijeliti slobodni ¢lan, a nazivnik vodeéi élan. Ako krenemo s time da je o = /2 — /3, kvadriranjem
pa sredivanjem pa kvadriranjem dobivamo da je a korijen od x* — 422 — 1. Tada po Propoziciji 12 zaklju¢ujemo da
a ako je racionalan moze biti 1 ili —1, a to oc¢ito nisu korijeni naseg polinoma.

9. Ako je « nultocka onda je po teoremu o dijeljenju s ostatkom: f(z) = (x — a)g(z) + r. Uvrstavanjem = = «
imamo r = f(a) = 0 po definiciji nulto¢ke. Obratno, ako (z — «) | f, onda je za neki polinom ¢: f(z) = ¢(x)(z — a.
Ubacivanjem 2 = « dobivamo f(a) = 0 pa je po definiciji a nultocka polinoma f.

10. Neka je f(t) = t3 + at +y. Iz jednadZbi u zadatku zakljuéujemo da su a, b i ¢ korijeni polinoma f. Kako su
to sve razli¢iti korijeni, a polinom je normiran, zaklju¢ujemo iz Napomene 9.da je f(¢) = (¢t — a)(t — b)(t — ¢). Sada
iz Vieteovih formula za jednadzbu 3. stupnja zakljuc¢ujemo da je a 4 b + ¢ koeficijent uz t? u polinomu f, no kako
toga koeficijenta nema, a + b+ ¢ = 0.

11. Koristeéi Vieteove formule dobijes sustav 3 jednadzbi s 3 nepoznanice. Rjesis ga (pogledaj rjeSenje ako ne znas)

i dobijes za r3 moguénosti % ili —3 pa izracunas r1 i 7. Kako je a = —ryraors iz ta dva slucaja dobijes % ili 12
kao jedine moguce vrijednosti za a.
Tezi zadatci
12. Neka su rq1, ro, ... , 7, ti realni korijeni od polinoma f(z) = a,z™ + p_12"" Y + ... + a1z + ag. 1z opéenitih
Vieteovih formula imamo
1+ o +Tp=—Qp_1 T T1T2+T1T3+ . FTH_1Th = Gp_2

iz Cega slijedi

PP 2=t e ) =2 T3 e T a) = a2 — 2,2 < 3.
Uodi da je lijeva strana pozitivna pa je a2_; — 2a,_2 > 0. Kako je a,_1 = +1 slijedi da je a,_» = —1. Takoder,

opet iz Vieteovih formula je (rirz...r,)? = 1. Iz A-G nejednakosti imamo r3 + ... +r2 > n pa je n < 3. Tada smo
si dosta pojednostavili Zivot i sva rjesenja lako racunamo: x + 1, 22 + 2 —11i 2% — o £ (2% — 1).



13. Neka su a, b, ¢, d ta Cetiri korijena. Po opéenitim Vieteovim formulama:
abed = —1984

. Neka su a i b takve da je njihov produkt —32 (mozemo pretpostaviti bez smanjenja opéenitosti). Tada je cd = 62
Jos iz Vietea imamo:
a+b+c+d=18

ab+ac+ad+bc+bd+cd=k
abc 4 abd + acd + bed = —200
Iskoristimo poznati trik:
(a+Db)(c+d)=ac+ad+bc+bd=k—-62+32=Fk—30
Iz posljednje napisane Vieteove formule uz ab = —32 i ¢d = 62 dobivamo

—32¢ + 62b + 62a — 32d = —200
sto je
31(a+b) — 16(c + d) = —100
Mnozenjem a + b+ ¢ + d = 18 s obje strane sa 16 imamo

16(a + b) 4 16(c + d) = 288

Iz posljednje dvije jednadzbe imamo
47(a+b) =188

pa dobivamo a +b=41c+d =18 — 4 = 14. Tada je
k—30=(a+b)(c+d) =414 =56

pa je
k = 86.

14. Kreni iz (r; + 72 +r3)% i dodi do poznate faktorizacije
3.3 .3 _ 2,2 2
Ty 41y + 1y =3rirers + (r1 +ro +r3)[ri + 15 + 13 — (rire + rors + r3r)]
Jos trebamo izraziti r¥ + 73 4+ r3. To je lagano:
2,2, .2 _ 2
ri+ry+ry= (7'1 + 1o +T3) — 2(7’17‘2 + 7rors3 +7’37’1).

Koristimo Vieteove formule 3. stupnja. Obrati paznju da su ovo posebno bitne faktorizacije koje se Cesto javljaju
na natjecanjima i da ih ne treba uciti napamet, ali korisno je znati da postoje jer ih nije pretesko izvesti.



Rjesenja
Laksi zadatci

1. Primjer 7.9. u skripti [I]
2. Primjer 7.13. u skripti [I]
3. Primjer 7.15. u skripti [I]

4. Iskoristi Propoziciju 12. pa su svi cjelobrojni kandidati 1 i —1. Hornerovim algoritmom odredi im kratnosti.
RjeSenje je (x —1)%(x3 + 1)

5. Klikni na "Solution" od TachyonPulse

Umjereni zadatci

6. Klikni na "Click to reveal hidden text" od korisnika EP¥*¢ = —1
7. Example 3 u pdf - u

8. Primjer 7.36. u skripti []

9. Teorem 7.22. u skripti [1]

10. Pogledaj rjesenje od korisnika Altherman i korisnika Bugi - ovaj zadatak je s Juniorske Balkanske Matematicke
Olimpijade

11. Example 4 u pdf - u

Tezi zadatci

12. Example s [1968 Putnam Exam] u poglavlju "Generalization to Higher Degree Polynomials" ili ovdje
13. Pogledaj rjesenje od korisnika gauss1181 - ovaj zadatak je s USA Mathematical Olympiad 1984

14. Prvi Example u poglavlju Vieta’s Formula Problem Solving - Intermediate
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