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Uvod

Ovo predavanje namijenjeno je za one koji prvi put vide nejednakosti, kao i one koji su nesto ve¢ vidjeli, ali ne misle
da im nejednakosti idu od ruke. U prvom dijelu predavanja biti ¢e obradene osnovne nejednakosti za koje treba
minimalno predznanje, a na njega se nadovezuju A-G i A-H nejednakost koje se iz metodickih razloga predstavljaju
najprije u dvije, a zatim u tri varijable. Predavanje je zamisljeno da se naprije da uvod, za n = 2,3 pa zatim
predstave KAGH nejednakosti za proizvoljan prirodan broj n, koje su najpoznatije i najkoristenije netrivijalne
jednakosti u matematici opcenito.

Osnovne (elementarne) nejednakosti

Teorem 1

Postoji mnogo trivijalnih ¢injenica koje su baza za dokazivanje nejednakosti. Neke od njih su sljedece:
1. Akox >y iy >z, onda z > z, za svaki x,y,z € R
2. Akox >yia>b,ondax+a>y+b,zasvaki x,y,a,b € R

3. Akox >y, onda x + 2z >y + z, za svaki x,y,z € R
4. Akoxz > yia >bonda xa > yb, za svaki z,y > 0ili a,b >0
5. Ako z € R onda 22 > 0, pri éemu vrijedi jednakost ako i samo ako = = 0.

Ove cinjenice koristit ¢emo u zadatcima i nije ih potrebno obrazlagati. Krenimo sa zadatcima.

1. Dokazi da za svaki realni broj x > 0, vrijedi sljedeéa nejednakost

r+—2>2

T

2. Neka su a,b € R*. Dokazi nejednakost
24 b >2
b a ™~

3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost

a n b n c < 3
b+c c+a a+b 7 2
4. Neka su a, b, c € R. Dokazi nejednakost

a?+ b2+ >ab+be+ca
5. Neka su a, b, c € R. Dokazi nejednakosti
3(ab+be+ ca) < (a+b+c)* < 3(a® + b+ ¢2)

6. Neka su x,y,z > 0 realni brojevi takvi da = + y + z = 1. Dokazi da

V6r + 1+ /6y +1+v62+1<3V3



7. Neka su a,b,c € R. Dokazi nejednakost
a +b* + ¢* > abe(a + b+ c)
8. Neka su a, b, c > 1 realni brojevi. Dokazi nejednakost

1 1
+->a+bt+c+—
c abe

1

bot =+
abe+ -+ 4

9. Neka su z,y € R. Dokazi nejednakost
ety Ay +2>0

10. Dokazi da za proizvoljne realne brojeve x,y, z sljede¢a nejednakost vrijedi

syt 421> (et — 2+ 1)

Nejednakosti medu sredinama

Sljedeéi teorem zove se A-G nejednakost.

Teorem 2

Neka su a,b € RT. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

“;bzﬁ

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako a = b.

Primijenimo ovaj teorem na sljedeca tri zadatka.
11. Neka su z,y,z € Rt takvi da = +y + z = 1. DokaZi nejednakost

W 2y
z x Yy

12. Neka su z,y, z > 0 realni brojevi. Dokazi nejednakost

22 =22 2 g?

22 — 42 -
Y+ z z+x r+y =

13. Neka su a,b,c € R*. DokaZi nejednakost

) ()

Ovaj teorem govori nam o A-H nejednakosti.

Teorem 3
Neka su a,b € RT. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost
a+b 2

>
2 T 14

=

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako a = b.

Mi éemo vise koristiti sljedeéi korolar ovog teorema:



Korolar 4
Neka su a,b € RT. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

Lo_1(1,1
a+b " 4\x vy

A-H nejednakost moze biti primijenjena na sljedeéem zadatku.

14. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost

ab L be n ca a+b+ec
a+b+2¢c b+c+2a c+a+2b 4

Teorem koji slijedi nije nista novo, opet A-G nejednakost, no s jednom varijablom vise.

Teorem 5

Neka su a,b,c € R*. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

a+b+c> a

3 > Vabe

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako a =b = c.

15. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je x + y + z = 1. Dokazi nejednakost
zy +yz + zx > 9zyz
Isto tako, A-H nejednakost s 3 varijable:

Teorem 6

Neka su a,b,c € R*. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

a+b+c>
3 >

= o

SH
+
_|_

Q=

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako a =b = c.

Izvedite analogan korolar kao i za 2 varijable.
16. Neka su a,b,c € Rt takvi da a? 4 b? 4 ¢? = 3. Dokazi nejednakost

1 n 1 n 1
14+ab 1+bc 1+ca

3
> 2
-2

17. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost

/a+b+\/b+c+ C+a23\/§
c a V b

18. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je % + % + % = 1. Dokazi nejednakost

@-Dy—-1)(z-1) =8
19. Neka su z,y,z € R takvi da = + y + 2 = 1. DokaZi nejednakost

2 2 2 2 2 2
x° + +z s
i +y +
z x Y

>2




20. Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi takvi da a + b + ¢ + d = 4. Dokazi nejednakost

1 N 1 N 1 N 1 -9
a?+1 b2+1 241 d24+1

Konac¢no, dajemo potpuni iskaz nejednakosti medu sredinama.

Teorem 7
Neka je n € Niay,as,...,a, € RT. Tada vrijedi sljedecée

2 2
aij +as5+---+al ay+ax+---+a
\/1 2 nZ 1 2 ”Znal.az ..... an>1
n n —
ay as

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako a1 =as =+ = ay,.

Za one koji zZele vise
21. (Ruska MO 2004) Neka su a,b,c € RT. i a + b+ ¢ = 3. Dokazi
Va+ Vb4 /e > ab+be+ ca

22. (IMO Shortlist 1998) Neka su z,y,2 € R* i zyz = 1. Dokazi
3

x3 Y3 z

t9)(+2 (+20+2) (+xnl+a)

v
] W

23. (USAMO 1998) Neka su a, b, c € R*. Dokazi
1 n 1 n 1 < i
ad+ b3 +abc b3+ +abe 3+ ad+abe ~ abe

Vise zadataka moZete pronaci na wuw.skoljka.org.
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Hintovi

-

Izmnozi obje strane s x jer x > 0.
Svedi na potpun kvadrat.

Hint je 2. zadatak.

Svedi na sumu kvadrata od tri ¢lana.
Hint je 4. zadatak.

Hint je 5. zadatak.

Pokusaj primijeniti 4. zadatak.

Izraz je ekvivalentan izrazu (a — )(b—1)(c— 1) > 0.
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Ideja je svodenje na potpun kvadrat.

10. Ideja kao u prethodnom zadatku.

11. Da bi se mogao primijeniti A-G na dva ¢lana, napravi od 3 ¢lana, 6 ¢lanova.

12. Definiraj nazivnike kao a =y + 2, b =24+ x i ¢ = x + y pa izrazi cijeli izraz u terminima a, b i c.

13. Primijeni A-G unutar svake od zagrada.

14. Primijeni A-H nejednakost tako da svaki nazivnik razbijes na sumu dva ¢lana, npr. a+b+2c = (a+¢)+ (b+c).
15. Pomnozi izraz s 1 = x + y + 2z pa primijeni A-G nejedakost na svaku od zagrada.

16. Najprije A-H nejednakost, a zatim iskoristi 5. zadatak.

17. Najprije primijeni A-G nejednakost s 3 ¢lana, a zatim 3 puta primijeni A-G nejednakost za 2 ¢lana.

18. Uo¢il—L1=2141>9 /1.1 2

1
y y oz VYz©

19. Primijeni A-G nejednakost za 2 ¢lana na brojnike.

N 1 _ 0,2+17a2 _ _
20. Uoci = e = 1

a? a® a
w2 l-g==1-3

21. Iskoristi formulu za kvadrat trinoma. Pokusaj pametno primijeniti A-G.

22. Iskoristi A-G tako da svaki od sumanada kombiniras s drugim izrazima da se u produktu geometrijske sredine
pokrate izrazi.

23. Uodi da je a® + b3 > ab(a + b).



Rjesenja

Rjesenja svih zadataka osim posljednja tri nalaze se u knjizi na prvom linku. Posljednja tri zadatka nalaze se u iz
knjige na drugom linku.
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