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Uvod

Za pocetak podsjetimo se kako idu nejednakosti medu sredinama.

Teorem 1
Neka je n € N i neka su z1,xs,...x, > 0. Tada vrijedi K > A > G > H, odnosno
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\/x1+x2+...+xn>x1+x2—|—...—|—xn>m> i n i
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Jednakost se postize ako i samo ako vrijedi z1 = x5 = ... = x,,.
Sljededi teoremi vezani su uz CSB nejednakost koja je uz KAGH najucestalija u zadacima s natjecanja.

Teorem 2

Neka je n € Nineka su z1,x9,...2Zn, Y1,Y2, - . - Yn realni brojevi. Tada vrijedi
(@ + a3+ 2R+ 3+ yn) 2 (@ + Taye + o Tayn)”

Jednakost se postize ako i samo ako su nizovi x; te y; proporcionalni (u sluéaju da niti jedna varijabla nije
jednaka nuli, to znac¢i da postoji p > 0 takav da je y; = px;, Vi € {1,2,...n}).

Dokaz. Promotrimo kvadratnu funkciju:
fO) = (@t +3)* + (@at+12)° + . (@nt +yn)? = (@7 + ..+ 22 + 2@y + -+ Tyt + W+ )

Buduéi da je nenegativna, ima najvise jednu realnu nultocku pa je njena diskriminanta manja ili jednaka od nule,
odnosno
Aziyr + .o+ anyn)® — Al + o ap) i+ ) S0

iz Cega slijedi tvrdnja teorema. Slucaj jednakosti se postize samo ako f(t) postize vrijednost 0. O

Teorem 3

Neka su x1,xs,... T, € R te y1,y2,...yn > 0. Tada vrijedi:

2 2 2 2
W Ty I (07 e )
Y1 Y2 Yn Yi+y2+ ...+ Yn

Dokaz. Nejednakost se moze zapisati kao

x| @5 T 2
tyet o tyn) |+ =+ ) 2@ tret . )
Y1 Y2 Yn
Sto je direktna posljedica CSB nejednakosti. O

Ovakav oblik CSB nejednakosti naziva se Engel forma.



Definicija 4
Reéi éemo da je funkcija f(z1, s, ..., zr) homogena s koeficijentom homogenosti k ako za svaki t € Rt # 1
vrijedi f(twy,txy, ... to,) = th f(ay, 22,. .., 20).

Primjer 1. Funckija f(z,y) = 9”2::?5 je homogena s koeficijentom 1 jer
222 + 22 22 4 2
f(ta, ty) T w1y flz,y)
Za nejednakost f(z1,xa,...,x,) > g(x1,22,...,2,) ¢emo reéi da je homogena ako je funkcija h(x1,zo,...,z,) =
f(z1,29,...,2,) — g(x1, 22, ..., z,) homogena. Drugim rijeima nejednakost je homogena ako su joj svi pribrojnici

istog stupnja.

Primjer 2. Nejednakost 22 + y? + 22y > 22 + yz je homogena jer su joj svi pribrojnici stupnja 2. Nejednakost
a® + b + 1 > 5ab(1 — ab) nije homogena jer su joj pribrojnici stupnjeva 5, 0, 4 i 2.

Primjetimo da su KAGH i CSB nejednakosti homogene pa njihovom uzastopnom primjenom mozemo dobiti samo
druge homogene nejednakosti. Zbog toga ako nejednakost nije homogena na pocetku moramo je homogenizirati.
To ¢éemo najcesée modéi posti¢i nekim uvjetom koji je zadan u zadatku. Na primjer ponekad ée biti zadano da
nejednakost treba dokazati za sve a,b,c € RT takve da abc = 1. Sada upravo pomoéu tog abc = 1 moZemo
nastimavati stupnjeve pribrojnika po volji kako bismo dobili homogenu nejednakost.

Ponekad ¢e nejednakost biti homogena. Tada mozemo postavljati sami svoje uvjete oblika abc =1, a+b+c =1,
ab + bc + ca = 1 ili sli¢no.

Primjer 3. Imamo nejednakost bic + aj)rc + a%rb > % To je poznata Nesbittova nejednakost. (Dokazite je ako je
niste vidjeli prije). Sada moZemo zapisati abc = k® za neki k € R. Neka je a = kz, b= ky i ¢ = kz. Primjetimo da

abc = k3zyz = k3. Iz ovog slijedi zyz = 1. Uvrstimo a = kz, b = ky i ¢ = kz u podetnu jednakost:

zk n yk n zk
yk+ 2k xk+ 2k xk+yk
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. Sada vidimo da je dovoljno dokazati da nejednakost vrijedi za sve z,y,z € RT za koje vrijedi zyz = 1 da bi se
dokazalo i za sve a,b,c € RT. Na slican nac¢in mozemo sami postavljati i druge sli¢ne uvjete kada imamo homogenu
nejednakost. (Nesbitt se moze dokazati i bez koristenja tog uvjeta, samo smo ga iskoristili primjera radi).

Pokazat ¢emo jos jednu korisnu nejednakost. Zove se Chebishevljeva nejednakost.

Teorem 5
Neka je n € N i neka su aj,a9,...,a, € R takvi da a1 < ag < -+ < ay, i b1,b0e,...,b, € R takvi da
b1 < by <--- <b,. Tada vrijedi:

(a1 +ag+ - +an)(by + b2 +---+by) < n(arby +agbs + -+ + anby)

Dokaz. Za sve i,5 € 1,2,...,n vrijedi
(ai —a;)(b; — b;j) = 0

< a;b; + ajbj > aibj + ajbi

. Primjenom te tvrdnje za sve parove i i j dobije se tvrdnja. 0

Primjetimo da mozemo dobiti i varijaciju na Chebishevljevu nejednakost tako da ako imamo ai,as,...,a, € R
takvida a; > as > -+ > an i b1,ba,...,b, € R takvi da by < by < --- < b, vrijedi

(a1 +ag+ - +a,)(by + by +---+bn) > nlarby + agba + -+ anby)



. Tvrdnja se dokazaje analogno kao Chebishevljeva nejednakost.

Zadaci

1. Neka je n > 3 i neka su ao,as, ..., a, pozitivni realni brojevi te neka vrijedi: ajas...a, = 1. Dokazi da tada
vrijedi:
(14 a2)?*(1+a3)®...(1+a,)™ >n"

2. Neka su a,b,c € RT takvi da abc > 1. DokaZi da vrijedi:

1 1 1
1+a+b+1+b+c+1+a+c_

3. Neka su a, b, c € RT. Odredite minimalnu vrijednost izraza:

3a 4b 5c¢
+ -
b+c c+a a+bd

4. Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi. Dokazi da vrijedi:
x z 3
+ =+ <=
r+y Yy+z z+x 2

5. Neka su a,b,c € RT takvi da je a + b + ¢ = 3. DokazZite da vrijedi:

a’b + b%c+ *a + abe < 4

6. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazi da vrijedi:

1 1 1 1
<
a3—|—b3+abc+bg—|—c3—|—abc+c3—|—a3+abc*

abe

7. Neka su aq,as,...,a, € RT takvi da vrijedi a; + as + - -- + a,, = 1. Dokazite da tada vrijedi:

a1 + an + + Qp > n
2—a1 2—as 2—a,  2n-—1

8. Svakom vrhu pravilnog n-terokuta pridruzen je po jedan realni broj tako da zbroj svih pridruzenih brojeva
iznosi 1. Oznacimo s A zbroj svih umnozaka brojeva pridruzenim trima uzastopnim vrhovima. Odredi najve¢u
moguéu vrijednost broja A i odredi sve slucajeve u kojima se ta vrijednost postize ako je:

(a) n=4
(b) n=6.
9. Odredi sve liste 21, xa, . .., 2020 nenegativnih realnih brojeva za koje su ispunjena sljedeéa tri uvjeta (sva tri):

(a) ‘w1 <z <--- < g2
(b) @020 < @1 +1

(¢) postoji permutacija (y1,y2, .- ., Y2020) liste (z1, 22, ..., Ta020) takva da vrijedi:

2020 2020

(i + D+ D =8 a

i=1



10. Neka su a,b,c € R takvi da vrijedi + —Lt— > 1. Dokazite da tada vrijedi:

1 + 1
a+b+1 b+c+1 c+a-+1

a+b+c>ab+bc+ ca

11. Neka su a, b, c,d > 0 realni brojevi takvi da je abcd = 1. Dokazite da vrijedi:

1 1 1 1
> 1
(12 (0402  (Ax02 (xad?-

Vise zadataka moZete pronaci na wuw.skoljka.org.
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Hintovi

-

Zelimo se rijesiti eksponenata nad zagradama primjenom neke nejdnakosti.
Zelimo svesti na zajednicki nazivnik, ali na pametniji na¢in od izmnozavanja.
Dodajte sa svake strane 3+4+5.

Izmnozavanjem svedite na zajednicki nazivnik.

. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavite da je b srednji po vrijednosti.

. Druk¢ije zapisite nejednakost tako da vam varijable predu na drugu stranu.

. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavite uredaj.

. A-G

© ® N S WA W N

. A-G.
10. Krenite iz uvjeta.

11. CSB.



Rjesenja
1. Za Vi€ {2,...,n} vrijedi:

) 1 . . 1
(ta)' = ((i =D ;=g +a) 2 i oy o

primjenom A-G nejednakosti. Primjenom te tvrdnje na svaku od zagrada dobivamo:

33 n
(1+a2)*(1 +a3)®...(1+a,)" 222*6‘24_?*@34_"'4—#*@" =n"
Jednakost se poszize kada Vi € {2,3,...,n} vrijedi a; = 57 no tada umnozak asas...a, nije jednak 1, dakle

jednakost se ne moze posti¢i pa uvijek mora vrijediti da je lijeva strana nejednakost strogo veca od n™ sto je i
trebalo dokazati.

2. Primjenom CSB nejednakosti imamo:
(I1+a+b)(ct+1+1)> (Ve+ Va+ Vb)?
Sada prosiravanjem nasih razlomaka i primjenom analognih tvrdnji na svaki razlomak imamo:

1 1 1 c+1+1 a+1+1 b+1+1 a+b+c+6

T4tatb T+btec 1tate (tathctitl) A+bro@+i+tl) Atatab+1+1) ~ (Vat bt vo?

Jos preostaje dokati

a+b+c+6
<1 <= a+b+c+6<(Va+Vb++c)? < 3<Vab+Vbc+ ea
(Va+vb+e)? | :

No, po A-G nejednakosti i iz uvjeta abc = 1 znamo da vrijedi:

Vab + Ve + /ea > 3Vabe > 3
Ovime je tvrdnja zadatka dokazana.
3. Zdravko Cvetkovski, Inequalities, Exercise 4.5

4.

< — <
T +y Y+ z

z y z 3 Valy +2)E+2) +Vyle +y)E+a) + V2@ +y)y+2) _ 3
\/ +\/ +\/Z+$ V2 VE+y)(y+2)(z+z) S\@

Sada ¢emo primjeniti CSB nejednakost na nazivnik na nacin da ¢emo zapisati: a1 = \/z(y + 2),a2 = /y(z + ), a3 =
Ve +y),b =vz+a,bo =/ +y,bs =y + z Sada imamo:

a1by + agbs + asbs < \/(a12 + ap? + a32) (b1 + bo? + b3?)

, to jest:

Valy+2)+2)+ Vye+y)E+a)+ Vet y+2) _ VA +y+2) ey +yz+a2)
VE+y)y+2)(E+a) T Vet +a)

Preostaje dokazati

2
o [ 2sym Ty L 7y <3
D sym T2Y + 22y2 D oeym Y+ 2xy2 T /2
Ta nejednakost vrijedi jer je

TYZz
Zsym 22y + 27y2

1 2
Sg <— Zazyzﬁxyz

sym

sto vrijedi zbog A-G nejednakosti.


https://keoserey.files.wordpress.com/2012/07/zdravko-cvetkovski-inequalities-theorems_-techniques-and-selected-problems.pdf

5. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je min(a,b,c) < b < maz(a,b,c). 1z toga slijedi: (b—a)(b—c) <0
to jest b2 + ac < b(a + ¢). Sada imamo:

b+ 2% 9kc
a2b+b20+02a+abc:a2b+c(b2+ca)+abcSa2b+2abc+b02:b(a+c)2:4b(a—2|—c)2§4( 3* 2 )3 =4

Pri éemu smo u zadnjem koraku koristili A-G nejednakost i uvjet iz zadatka da je a +b+ ¢ = 3, a u drugom koraku
ranije dobivenu nejednakost b + ac < b(a + c).

6.

1 1 1 1
a3+b3+abc+b3—|—c3+abc+c3—|—a3+abc g@

abc n abc n abc <1
ad+b+abc B3+ c3+abe A+ ad+abe —

— 1 2a3 + 2b3 B 263 + 2¢3 3 2a3 + 263

a3 + b3 + abe b3 + 3 + abe a® + c3 +abe —
a’ + b3 b3 4¢3 ad+¢3

ad+b3+abec B3+ +abe ad+cd+abe
Tvrdimo da vrijedi:
a’ + b’ o _a+b
ad+b34+abc ~ a+b+ec

Imamo:
a’ + b3 S a+b
ad+b34+abc  a+b+c

= (@®+b*)(a+b+c)>(a+b)(a®+b>+ abe)

< ca® + cb® > a®be + ab’c
— cla—b)*(a+b)>0

S obzirom da zadnja nejednakost ocito vrijedi, tvrdnja je dokazana. Sada primjenom te tvrdnje na sva tri pribrojnika
dobivamo:

a® 4+ b3 b 4+ 3 a®+ 3 S a+b b+ ¢ at+c
a3+ +abe B+B+abe adB+B+abc " a+b+ec a+b+ec a+b+e

7. Zdravko Cvetkovski, Inequalities, Exercise 4.19
8. HMOD 2021., prvi zadatak

9. EGMO 2020., drugi zadatak

10. Zdravko Cvetkovski, Inequalities, Exercise 4.13

11. Prvo dokazimo sljede¢u lemu:
1 1 1
+ >
(I+z)?* (+y)?~ ltay

Po CSB nejednakosti imamo: (14 x)? < (1 + zy)(1 + £). Iz toga slijedi:

v
S S 1 N 1 1
Q+a)? 1+y)?~ Q+ay)(l+3)  Q+ay)(I+%)  1+ay

Sada imamo:

L SRR SRS SRR S SUNS SN SR
(1+a)?2 " (1402 (14c)? (1+d)? " 1+ab l+ecd 1+ab 1+



https://keoserey.files.wordpress.com/2012/07/zdravko-cvetkovski-inequalities-theorems_-techniques-and-selected-problems.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/02/HMOD2021_rje.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo9/solutions.pdf
https://keoserey.files.wordpress.com/2012/07/zdravko-cvetkovski-inequalities-theorems_-techniques-and-selected-problems.pdf

