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1 Primjeri
Zadatak 1. Dokazite nejednakost:

? +y? 4 22 > ay +yz + 2,
za sve z,y, 2z € R.

Dokaz. Jedno od rjesenja je svodenje na osnovnu nejednakost realnih brojeva: a? > 0 za
sve realne brojeve a. Dokazimo da vrijedi 22 +y? > 2zy. Imamo redom niz ekvivalentnih
nejednakosti:

® +y? > 2zy
= 2 —2ay+4y*>0
— (x —y)* > 0.

Kako je posljednja nejednakost istinita, zakljuéujemo da vrijedi i 2% 4+ y? > 2xy. Ana-
logno dobivamo:

i+ 22> 2y

224 2?> 2.
Zbrojimo li tri dobivene nejednakosti dobivamo:
2% + 2% + 222 > 2wy + 2z + 222,
Dijeljenjem s 2 dobijemo tocno trazenu nejednakost.

Drugo rjesenje moze biti iskoristi AG nejednakost. Kako je |a|? = a?, |a| >0, |a| > a
za sve realne brojeve a, vrijedi:

2?4y’ Pyl A s




Sasvim identi¢no dobivamo nejednakosti:

Y2+ 22
9 Z Yz,
2 2
A —;x > 21
Zbrajanjem triju nejednakosti dobijemo z? + y? 4+ 22 > ay + yz + zx §to je i trebalo
dokazati. O

Zadatak 2. Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, dokaZite da je:

a b c
b+c—a+c+a—b+a+b—c
Dokaz. Poznato je da u trokutu vrijedi nejednakost: zbroj duljina dviju stranica je
strogo veca od duljine trece stranice, Sto se naziva i nejednakost trokuta. Stoga su svi
nazivnici u trazenoj nejednakosti dobro definirani (razliciti od nule) i pozitivni. Uvedimo
supstituciju:

>3

r=b+c—a
y=c+a—1>
z=a+b—c,
iz ¢ega dobivamo
y+z z+x Tty
a= , b= , = .
2 2 2

Oznacimo s LH S lijevu stranu pocetne trazene nejednakosti. Vrijedi:

LHS:y+Z+Z+$+x+y.
2z 2y 2z

Postoji vise nacina kako dokazati da je dobiveni izraz vedi ili jednak od 3.
Prvi nacin:

y+z z+x T4y
+ +
2z 2y 2z

1
25( +y+y+ += “ )

L En o

+z z4+ax x4+
Y 4 I Y

T Y z
y+z 2+ T+y

LHS =

Drugi nacin:

2LHS =

2LHS + 3 =

:@+y+@(é+l+l>.

Y zZ



Primijetimo sto dobivamo iz aritmeticko harmonijske sredine:

AH
a:+y+z> :1))
y

iz cega slijedi

1 1 1
(z+y+2) (—+—+—) > 9.
r Yy =z

Ova nejednakost moze se dobiti i iz C'S B nejednakosti:

2
1 1 1Y\c¢sB 1 1 1
(x+y+2)(-+—-+-] 2 -ty —+/z-—| =9
r Yy z x Y z

Konaé¢no, imamo:
1 1 1
2LHS+3=(z4+y+2)(—-+—-+—-]>0.
x Yy oz

Iz posljednjeg zaklju¢ujemo LHS > 3 ¢ime je trazena nejednakost dokazana. ]

Zadatak 3 (Nesbittova nejednakost). DokaZite da za sve pozitivne realne brojeve a, b,

c vrijedi nejednakost:
a b c

+ +
b+c¢c c4+a a+b
Dokaz. Primjenom CSB nejednakosti dobivamo:

3
> —.
-2

? 4 b + < ((b+)+b(+)+(+b))C§B(+b+ )2
b+c C+a a,—l—b a C C a cla = a C) .

Oznacimo s LHS lijevi izraz u trazenoj nejednakosti, tj.

a b c
- + .
b+c c+a a+bd
Iz dobivene nejednakosti zakljucujemo:

LHS -2(ab+bc+ca) > (a+b+c)?

LHS =

Nadalje, imamo:

2
LHS > (a+b+c)
2(ab+ be + ca)

a? 4+ b? + ¢ 4 2ab + 2bc + 2ca
2(ab+ bc + ca)
S ab + bc 4 ca + 2ab + 2bc + 2ca
- 2(ab + be + ca)
_ 3(ab+bc + ca)
~ 2(ab+ be + ca)
3

2



Posljednja nejednakost vrijedi iz ve¢ dokazane nejednakosti iz Primjera 1, a + b + ¢? >
ab 4 bc + ca. S time smo dobili LHS > % sto je i trebalo dokazati.
Drugi dokaz.
Neka je LHS isti izraz kao u prvom rjesenju (lijeva strana trazene nejednakosti).
Promotrimo izraz:
b
LHS+3=—"— 414+ ——+1+4+——+41
b+c c+a a-+b
a+b+c a+b+c a+b+c
+ +
b+c ct+a a-+b
1 1 1
=(a+b+c) ( + + )

b+c c+a a-+b

%'((b+c)+(c+a)+<a+b)) (biﬁcicﬁaib)

2
csB 1 \/b—l—c \/c+a \/a—l—b
> = + +
2 b+c c+a a+b

N ©

Dobili smo LHS + 3 > %, iz cega slijedi LHS > %
Umjesto CSB nejednakosti u zadnjem koraku mogli smo koristiti i AH nejednakost.
Kako su a, b, c > 0 vrijedi:

(b+c)+ (c+a)+ (a+0b) AH
3 = L—i—L—FL

iz cega zakljucujemo

(b+c)+ (c+a)+ (a+D)) (bic+c—il—a+a—1kb) > 0.

2 Osnovni lanac

Zadatak 4. Neka su a, b, ¢ proizvoljni realni brojevi. DokazZite nejednakost:

2

az—l—b2+022ab—ac+2bc.

Dokaz. Transformirajmo danu nejednakost na sljedec¢i nacin:

2

az—i—bQ—i-cQZab—ac—l—Zbc /-4

— o + 4b* + 4¢® — 4ab + 4ac + 8be > 0
= (a—2b+2c)* > 0.



Kako su sve tri nejednakosti ekvivalentne, te su kvadrati realnih brojeva uvijek nenega-
tivni, zakljucujemo da vrijedi trazena nejednakost. O]

Zadatak 5. DokaZite da za proizvoljne realne brojeve x, y, z vrijedi:

oyt 2> 20(ey — 2+ D).

Dokaz.
eyt 2> 2w(ey — 2+ 1)

<= eyt + 2241 > 20%% — 227 4+ 202 4 22

= -2t oyt a2+ A —204+12>0

— (2 =)+ (z— 2+ (x—1)>>0

O
Zadatak 6. Dokazite da za proizvoljne realne brojeve a, b, c vrijedi nejednakost:
a> +b*+1>ab+a+b.
Dokaz. Prvo rjesenge.
Primjenom AG nejednakosti vrijedi:
b? A— 14 1+ 0?

o + 5% JlabE > ab, & 2+ > VP >, + ST R > b,
Ovdje smo koristili da je 22 = |z|?> (§to nam treba za nenegativnost i primjenu AG
nejednakosti) te ¢injenicu da je |z| > x za sve realne brojeve x.

Zbrajanjem triju nejednakosti dobivamo:
a?+ b a?+1 14+ 0?
> ab b
5 + 5 + 5 =@ +a+
a2+ +1>ab+a+b,
Sto je i trebalo dokazati.
Drugo rjesenje.
Primijetimo da je:
1
a?+b*+1—ab—a—b= 3 [(a® —2ab+b°) + (a® = 2a + 1) + (b* — 2b + 1)]
1
=5 [(a—0)*+ (a—1)>+ (b—1)*] >0,
iz cega slijedi trazena nejednakost. O]

Zadatak 7. Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost:

a> ¥ A
—+—+—>a—|—b+c
be ab



Dokaz. Ideja je primijeniti AG nejednakost na svaki od pribrojnika na lijevoj strani
nejednakosti. Promotrimo pribrojnik % Kako bi se rijesili nazivnika bc, primijenimo
aritmeticko geometrijsku nejednakost na sljede¢i nacin:

3 AG 3
a__|_b_|_cz 3~\3/a—-b-c:3a.
be be

Sasvim analogno dobijemo i:
b3 AG ./ b3
-—+c+a23-ﬁ—~aa:3h
ca ca
3 AG 3
C——l—a—i—b > 3. \3/C—-a-b:3c.
ab ab

Zbrajanjem dobivenih nejednakosti dobijemo:

ad v
—+—+—+2(a+b > b
ettt (a+b+c)>3(a+b+c),

sto dokazuje pocetnu nejednakost. O

Zadatak 8. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta. DokaZite nejednakost:
1 1 1 1 1 1
>

b+c—a+c—|—a—b+a—|—b—c_a+b

Dokaz. Kako su a, b, c duljine stranica trokuta, po nejednakosti trokuta vrijedi da su svi
nazivnici u lijevoj strani trazene nejednakosti strogo pozitivni. Kako imamo u zadatku
duljine stranica, iskoristimo cesto koristenu supstituciju:

r=b+c—a, y=c+a—-0b, z=a+b—c

Po gornjoj argumentaciji imamo x,y, z > 0. Izrazavajuéi a, b, c preko x,y, z dobivamo:

Ttz Tty

y+z
= I b — ) c
2 2 2
Uvrstavajuci navedene izraze u pocetnu nejednakost dobivamo ekvivalentnu nejednakost
koju je potrebno dokazati:
1 1 1 2 2 2
>

—F+-—+-2 + .
T Yy z yYy+tz xT+z zT+vy

a

Ovdje postoji vise nacina kako pristupiti rjeSavanju. Prvi nacin je da primijetimo kako

se pojavljuju izrazi poput zbroja (npr. z+y) i zbroja reciprocnih vrijednosti (npr. %Jr %)

Kako su z,y, 2 > 0, ovo sve bi nas trebalo asocirati na primjenu aritmeticko harmonijske
nejednakosti. Naime, AH nejednakost daje:

AH

r+y 5

5 =

+

2

2

+
2

> .

r+y

8|~

S
8=
< =

—




Ovdje smo mogli i direktno primijeniti AH nejednakost nad pozitivnim realnim broje-
vima 3 i . Analogno dobivamo i

2
T 24T

8] =

sts 2 14
> Y
2 T y+z 2
Konaé¢no, kad zbrojimo sve tri navedene nejednakosti dobijemo rjesenje:
1 1 1 =+ 141 1.1 2 2 2
+ Z X >

—+-+-=""F"+2 > + + :
T Yy =z 2 2 2 y+z x4+z x4y

Ukoliko nam A H nejednakost ne padne na pamet, rjeSenje mozemo dobiti i koriste¢i dva
puta AG nejednakost. Vrijedi:

8=
< =

AG 1
> .

Nz

+
2

Nadalje,
AG 1 2
* ;— y > Ty <= _— >

JIy Tty

Kombinirajuci prethodne dvije nejednakosti zaklju¢ujemo:

sty 1 2 sty 2
> > = > .
2 VTy T x4y 2 T+y
Daljnji postupak je identican kao u prvom dijelu rjesenja kod koristenja A H nejednakosti.
O

3 Ozbiljniji lanac
Zadatak 9. Neka su x,y,z > 0. DokaZite da vrijedi:

V322 + xy 4+ /3y Fyz + V32 2x <2 +y + 2).

Dokaz. Promotrimo trazenu nejednakost nakon faktorizacije izraza pod korijenima:

VrBr+y) +VyBy +2) + V282 +x) <2z +y+2).

Pokusajmo primijeniti C'SB nejednakost na nacin da pronademo gornju ogradu za lijevu
stranu pocetne nejednakosti. Imamo:

(x+y+zy(®x+yy+@y+zy+@z+x»%?(v%@x+y)+v@@y+zy+v%@z+x02

<¢¢4@+y+zfz(¢a&ﬁwy+¢mw+¢y+¢4w+xﬁ2

= 2z+y+2)>VrBr+y)+ VyBy +2) + V2(32 + ),

¢ime je dokazana trazena nejednakost. O]



Zadatak 10. Ako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1 dokaZite
nejednakost:
ab + be + ca > 9abe.

Dokaz. Promotrimo trazenu nejednakost. S lijeve strane je polinom drugog stupnja (u
tri varijable — a,b,c), dok je s desne strane polinom treéeg stupnja. Ukoliko je to moguce,
¢esto se kao dobra ideja pokazuje homogenizacija nejednakosti, tj.da pretvorimo obje
strane nejednakosti u polinom istog stupnja (svi ¢lanovi su jednog, najviseg stupnja).
Konkretno, u ovom slucaju bi htjeli lijevu stranu nase nejednakosti pretvoriti u polinom
tre¢eg stupnja. To ¢emo najlakse ostvariti ukoliko ju pomnozimo s a + b + ¢, $to znamo
da je jednako 1. Oznac¢imo lijevu stranu s LHS = ab + bc + ca. Imamo:

LHS =LHS-1=(ab+bc+ ca)(a+b+c)
= a’b + abc + ca® + ab® + b*c + abc + abe + b + ca
= a’b + d’c + b’a + b?c + *a + ¢*b + 3abe.
Kako zelimo dokazati LHS > 9abc, ideja je dobiveni izraz ograniciti odozdo s abc.

To ¢emo postiéi koristenjem AG nejednakosti kombinirajuc¢i odgovarajuce izraze. Po
aritmeticko geometrijskoj nejednakosti vrijedi:

2h 4 2 20 AG . :
a“b + 30+ ca 2 €/a2b . b2C . C2a = \d/a3b3c3 - abC,

ba+ c?b 4 a’c AG . :
a 03 ae > Vb2a - b - a?c = Va3h3e3 = abe.

Uvjeti AG nejednakosti su ispunjeni posto su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Vratimo se
na gore dobivenu jednakosti:

LHS = a®*b+ a*c + b*a + b*c + 2a + ¢*b + 3abe
= (a®b+ b*c + c*a) + (b*a + c*b + a*c) + 3abe
> 3abc + 3abc + 3abe = 9abe.
Time smo dokazali trazenu nejednakost. O

Zadatak 11. Neka su ay, as, as, aq @ by, by, b3, by pozitivni realni brojevi. Dokazite da
vrijedi nejednakost:

1 1 1 1
- b)? by)? by)? b)?) > 64.
(&1()1 +a2b2+a3b3+a4b4> (01 4+b0)" + (a2 + b2)" + (a3 + Bs)” + (a4 +ba)%) 2

Dokaz. Nejednakost ¢emo dokazati primjenom C'SB i AG nejednakosti. Krenimo:

1 1 1 1
. by)? by)? b3)? by)?
(a1b1 * aobo + asbs * a4b4> ((al N 1) * (a2 * 2) - ((13 * 3) * (a4 - 4> )

2
CSB
g (a1+b1 n as + bo n as + bs +a4—|—b4)
Vaiby Vazby \/a3b3 \/a4b4
A>G (2\/ CL1b1 2\/ (lng 2\/@3()3 2\/@4[)4)2

- - +
vV a1b1 vV a2b2 vV CL3b3 vV CL4b4
=8 =64




Zadatak 12. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. DokaZite:
A+ +E>a+b+e.

Dokaz. 1deja za pocetak rjeSenja moze biti pronaci neki izraz u ovisnosti o a + b + ¢
te ga ograni¢iti odozgo. Posto se na lijevoj strani zeljene nejednakosti nalaze kvadrati
vrijednosti a, b, ¢ promotrimo izraz (a + b + ¢)?. Imamo:

(a+b+c)>=a*+b"++2(ab+ bc+ ca)
<a?+0*+ 4200+ 0+ P
=3(a®* + b+ ).

Nejednakost a? + b + ¢ > ab + bc + ca je dokazana u Primjeru 1. Lako se dokaZe

svodenjem na kvadrate ili pomo¢u AG nejednakosti. Naime, £(a? + b?*) > ab. Analogno

se dobije i za bc i ca, te se zbrajanjem dobije koristena nejednakost.
Nadalje imamo:

3@+ +c) > (a+b+c)
=(a+b+c)(la+b+c)

AG
> (a+b+c)-3Vabe
=3(a+b+c),

iz cega zakljucujemo a® + b*> +c? > a + b+ ¢, §to je i trebalo dokazati.
Drugo rjesenje: Na lijevoj strani imamo a? a na lijevoj a, pa nam AG nejednakost
. 2 .. .. .
moze pasti na pamet: ‘ITH > a. Motivirani time, imamo:

AG
1+ +14+2+1 > 2a+2b+2¢
=a+b+c+(a+b+c)

AG
> a+b+c+ 3vVabe
—a+b+tc+3

¢ime je dokazana pocetna nejednakost. O]

4 Jos ozbiljniji lanac

Zadatak 13. Neka su a,b,c > 0 realni brojevi. Dokazite da vrijedi nejednakost:

2 \ 3 % \ 3 2% \ 3
+ + > 3.
b+c c+a a+b




Dokaz. Oznacimo lijevu stranu nejednakosti s LHS. Dokazujemo LHS > 3. Transfor-
mirajmo LHS u malo prikladniji oblik:

pHS = (24 (2 (Y
b+c c+a a+b
\/( 2 )2 \/( 2 )2 \/( 2% >2
= +
b+c c+a a+b
5 8c3 2
2a b+c 2bc+a + (20(a+b)2)

2c

_.I_
\3/2a b+c \/Qb (c+a)?  Y2c(a+b)?

o

Htjeli bi dobiti neku donju ogradu za LHS (LHS > neki izraz). To mozemo postiéi na
dva nacina: pronaci donju ogradu za brojnik (npr.2a > neki izraz) ili pronaéi gornju
ogradu za nazivnik (npr. ¢/2a(b+ ¢)? < neki izraz).

Promotrimo ovaj drugi opisani pristup. Trazimo izraz koji je > {/2a(b+ ¢)2. Kako
nas desna strana podsjeca na geometrijsku sredinu, pokusajmo s AG nejednakoScéu.
Brojevi a, b, ¢ su pozitivni realni stoga vrijedi:

(2a)+(b+3c) (b+c) A > W

1 3
— >
/2a(b+c)2 ~ 2a+ (b+c)+ (b+c)
1 3
— >

2a(b+c)2 ~ 2(a+b+c)

Sasvim analogno dobiju se i:

1 3
> )
/2b(c+a)? ~ 2(a+b+c)
1 3
>

2c(a+ b2~ 2@+b+c)

Iskoristimo sada dobivene nejednakosti:

2b 2
LHS = c
\3/2ab+c \/Qb (c+a)? \/26 (a+0b)?
60 6¢
+ + =
(a+b+c) 2(a+b+c) 2a+b+c)
Time je dokazana pocetna nejednakost za sve pozitivne realne brojeve a, b, c. O
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Zadatak 14. Neka su zadani x,y,z > 0 takvi da vrigedi vy + yz + 20 = x +y + 2.
Dokazite da vrijedi:

1 1 1
<
ﬁ+y+1+w+z+1+%+w+1—

Dokaz. Ideja je pronaci donju ogradu za nazivnike iz lijeve strane pocetne nejednakosti.
Na zgodan nacin mozemo primijeniti CSB nejednakost:

9 9 CSB 9
(" +y+ D)1 +y+2°) > (z+y+2)
1 < 1+y+ 22

= :
2?24+y+17 (z+y+2)?

Kako nam padne na pamet pomnoziti nazivnik s (1 + y + 2%)? PokuSavamo iskoristiti
CSB nejednakost na nac¢in (z? +y+ 1) -i2raz, > izrazi. Nakon §to uzmemo reciproéne
vrijednosti ove nejednakosti, vidimo da bi htjeli da 7zraz, po moguénosti bude neka
konstanta za sva tri nazivnika iz poc¢etne nejednakosti. Stoga, izraz, nastimavamo tako

da izraz, bude (z +y + z). Sasvim analogno dobijemo:

1 < 1+ 2+ 22 1 < 1+ x+9?
V+2+1 " (e+y+2)?2 24+2+1 " (x+y+2)?

Zbrajajuci dobivene nejednakosti imamo:

1 1 1 3+ x+y+z+a®+y?+ 22
+ + <
?2+y+1 24241 24+r+17 (x+y+2)?

Ukoliko dokazemo da je desna strana gornje nejednakosti manja ili jednaka 1, dokazali
smo zadatak. Transformirajmo zeljenu nejednakost:

3taty+tztalt+y’+2°

<1
(z +y+2)° -
= 3tactytz+t A<yt 4+ 224 2wy +yz 4 2a)
— Yy +yz +zx > 3.

U posljednjem koraku smo iskoristili uvjet zadatka xy 4+ yz + 2z = © +y + z. Ponovimo,
ukoliko dokazemo gornju nejednakost dokazali smo i pocetnu. Vrijedi:

(zy+yz+z2z)’ = (@ +y—+2)> = (@° +y° +2°) +2(xy +yz + z2) > 3(vy + yz + 22).

Prva jednakost je uvijet zadatka, dok je posljednji korak poznata nejednakost x% + y? +
22 > xy + yz + zx. Dokaz se nalazi u Primjeru 1, te se dobije koriste¢i AG nejednakost
(3 - (22 4+ y?) > a2y, analogno za yz, zx te sumiranje). Iz gornjeg niza jednakosti i zadnje
nejednakosti, dijeljenjem s pozitivnim brojem zy + yz + zx dobivamo zy + yz + zx > 3,
¢ime je pocetna zeljena nejednakost dokazana. O
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