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Mali podsjetnik na neke najbitnije identitete i ideje :)
Faktorizacija: ponekad nam olaksava rjesavanje jednadzbe, pogotovo ako je na desnoj strani 0.
Ponovimo algebarske identitete koji se najcesée koriste:

 kvadrat binoma: (a & b)? = a? & 2ab + b?

o kub binoma: (a + b)® = a3 £ 3a%b + 3ab® + b3

o kvadrat trinoma: (a + b+ c)? = a® + b% + % + 2(ab + bc + ca)

o razlika kvadrata: a®> — b?> = (a — b)(a + b)

e zbroj i razlika kubova: a® + b3 = (a % b)(a® F ab + b?)

« razlika n-tih potencija gdje je n prirodan broj: a® —b" = (a—b)-(a" ' +a"2b+- - -+ab? 24" 1)

« razlika n-tih potencija gdje je n neparan prirodan broj: a® + " = (a +b) - (a® ! —a™2b +
an—3b2 _ an—4b3 R a2bn—3 _ abn—2 + bn—l)

Uz ove identitete, korisna su nam svojstva asocijativnosti, distributivnosti, komutativnosti te naravno
izlu¢ivanje zajednickog faktora (ako moZemo).

Sustavi jednadzbi. Sustav m jednadzbi s n nepoznanica je skup m jednadzbi bilo kakvog oblika, sa
sveukupno n nepoznanica. RjeSenje sustava je uredena n-torka koja zadovoljava svih m jednadzbi.
Korisne stvari kod rjeSavanja sustava jednadzbi su:

o supstitucija ili izraZavanje nepoznanica jedne preko druge,

¢ medusobno zbrajanje, oduzimanje, mnozZenje jednadzbi - da pokratimo neke nepoznanice ako
mozZemo,

o faktorizacija.

Napomena: ne zaboravite provjeriti rjeSenja! Kad radimo neke operacije (npr. kvadriranje) moZe se
dogoditi da dobijemo neka nova rjesenja koja nisu rjeSenja originalne jednadzbe.

Nejednakosti. Neke od osnovnih nejednakosti koje se mogu pojaviti na drzavnom natjecanju:

« apsolutna vrijednost: za s > 0, |[a| < s —s<a<s,ila| >sea>silia< —s,

 nejednakost trokuta: za realne brojeve a,b, |a + b| < |a| + |b|; vrijedi poopéenje na n realnih
brojeva,

2%

n

¢ nejednakosti medu sredinama: vrijedi K, > A, > G, > H,, gdje je K,, =

(kvadratna sredina), A, = # (aritmeticka sredina), G, = ¥Y/Z1Z2- ... T, (geometrijska

sredina) i Hy, = En” +— (harmonijska sredina).

i=1 x;




Zadaci

1. Neka su a i b pozitivni realni brojevi za koje vrijedi

a b a® b2
-+ - = i — 4+ — =10.
b+a 3 ! b+a 0

Odredi % + %.
2. Odpredi sve trojke (z,y, z) pozitivnih realnih brojeva koje zadovoljavaju sustav jednadzbi
3lz] —{y} +{=z} =203
3ly] +5|z] —{z} =15.1
{y} + {z} =0.9.

Za realni broj t, |t] oznalava najvedi cijeli broj koji je manji ili jednak ¢, a {t} njegov decimalni
dio, tj. {t} =t — |t].

3. Odredi najmanju moguéu vrijednost izraza
a® + 5b% + 8¢? — 4ab — 4bc — 8c + 24
pri ¢emu su a, b i c realni brojevi te odredi za koje a, b, ¢ se ta vrijednost postize.

4. U skupu realnih brojeva rijesite jednadzbu
(z? — a®)? — 4az — 1 =0,
gdje je a realni broj.

5. (Identitet Sophie Germain) Faktorizirajte izraz a* + 4b* i pokazite da je, ako su a i b prirodni
brojevi, a* + 4b* sloZen broj osim kada je a = b = 1.

6. Odredi sve trojke realnih brojeva (z,v, 2) za koje vrijedi 4zyz = z* + y* + 2* + 1.
7. Odredi sva rjeSenja sustava jednadzbi

20> —2ab+ b =a
4a® — 5ab+2b° =b
u skupu realnih brojeva.

8. DokaZi da za nenegativne realne brojeve a i b takve da je a + b < 2 vrijedi

1 + 1 < 2
14a2 1452~ 1+ab

Kada se postize jednakost?

9. Nadite realna rjeSenja sustava jednadzbi:

T+y+z=2
z+y)(y+2)+y+2)z+z)+(z+z)(z+y) =1
2(y+2)+ 2 (z+2)+ 22 (x+y) = —6.



Nesto tezi zadaci

10. Neka su O i P redom opseg i povrsina pravokutnika. Dokazi da vrijedi

24P

> .
O_O+P+1

11. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. Dokazi da vrijedi

a’+6 N b2+ 6 N 2+6 <3
202+ 202 4+2c2+2a—1 2a24+202+22+2b—1  2a2+2024+2c2+2c—1 7

12. Neka su a, b, ¢ realni brojevi koji nisu svi jednaki, takvi da vrijedi
o+ r—pyioctl,
b c a
Dokazi da je a + % = —abc.
13. KaZemo da je Cetvorka nenegativnih realnih brojeva (a,b, ¢, d) balansirana ako vrijedi
a+b+c+d=a®>+b+c?+d>
Nadi sve pozitivne realne brojeve x takve da je
(z—a)(z—=b)(z—c)(z—d)>0
za svaku balansiranu éetvorku (a, b, c, d).
14. Odredite sve trojke (z,y, z) realnih brojeva za koje vrijedi
(2 4+ 1)y =22+1
(P +1)z=22+1
(2+ Dz =9y*+1.
15. Neka su a,b i c realni brojevi koji zadovoljavaju jednakost
la+ bl +|b+c|+|c+a|l =8
Odredi najveéu i najmanju mogucéu vrijednost izraza
a® +b* + ¢

te odredi kada se ona postize.
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Hintovi

S e G g e
AW N = O

® ® N o 00 & w0 bd =

Pomnozi s ab. Zbroj kubova.

1.4-3. jednadzba.

Nadopuna do kvadrata.

Izvuci 4a2x? iz prve zagrade.

at + 4b* = (a2)? + (202)2

A-G

Pomnozi prvu jednadzbu s 2 i oduzmi od druge.
Nazivnici su pozitivni. Sredi nejednakost!

Iskoristi 1. jednadzbu u 2. i 3.

. Pametno primjeni A-G.

. Dovoljno je pokazati da je jedan ¢lan < 1.
. Supstitucija p = a + %.

. Nadopuna do kvadrata.

. Pomnozi sve jednadzbe, dva slucaja.

. Maksimum nejednakost trokuta, minimum K-A nejednakost.



Rjesenja

e g e Y
AW N = O

® ® N o 00 & w0 bd =

Opéinsko 2019. A varijanta - 1. razred, 2. zadatak
Zupanijsko 2017. A varijanta - 2. razred, 3. zadatak
Zupanijsko 2016. A varijanta - 1. razred, 3. zadatak
Drzavno 2007. A varijanta - 2. razred, 1. zadatak
Sophie-Germain identity

Zupanijsko 2005. - 1. razred, 1. zadatak

Zupanijsko 2011. A varijanta - 2. razred, 1. zadatak
Zupanijsko natjecanje 2019., SS A, 2. razred, 3. zadatak

Drzavno 2007. A varijanta - 1. razred, 1. zadatak

. Zupanijsko 2010. A varijanta - 2. razred, 2. zadatak

. Drzavno 2019. A varijanta - 3. razred, 4. zadatak

. Drzavno 2006. A varijanta - 1. razred, 2. zadatak

. Europski Matematicki Kup 2021., Juniori - 1. zadatak

. Zupanijsko natjecanje 2019., SS A, 4. razred, 4. zadatak
. Drzavno 2021. SS, Zadatak A - 1.4.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad+rj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2017/2017-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2017-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2016-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2007-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf
https://brilliant.org/wiki/sophie-germain-identity/
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2005/2005-SS-zup-1234-zad+rj/2005-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2011-SS-zup-2-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2007/2007-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2007-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2010-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2006/2006-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2006-SS-drz-1234-A-zad%2Brj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2021/2021-SS-drzavno-1234-zad+rj/2021-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

